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I. Motivation, Uberblick und Notation

Ein Schmuckstiick der elementaren Zahlentheorie ist die Theorie der quadratischen Res-
te, welche den hauptséchlichen Anlass zur Entwicklung der hoheren Zahlentheorie ge-
geben hat. In diesem Dokument werden wir die Grundlagen dieser Theorie elementar
vermitteln, d.h. es sind Kenntnisse tiber algebraische Konstrukte und zahlentheoretische
Funktionen (wie die Eulersche ¢-Funktion) fiir das Verstehen hilfreich.

Zunéachst werden wir die so genannten Legendre- und Jacobisymbole definieren und
naher untersuchen. Im Anschluss daran beweisen wir einige grundlegende Séatze, wie z.B.
das Eulersche Kriterium oder das Gaufssche Lemma. Der Hohepunkt dieses Dokuments
und der elementaren Zahlentheorie ist das quadratische Reziprozitéitsgesetzt, welches
GAUSS in seiner Disquisitiones erstmals bewies. GAUSS selbst hat acht Beweise des Re-
ziprozitatsgesetzes fiir quadratische Reste angegeben, von denen sechs auf voneinander
ganzlich verschiedenen Ideen fufsen. Wir werden uns mit einem sehr anschaulichen Be-
weis begniigen.



II. Quadratische Reste

1. Grundlegendes und Beispiele

Bevor wir uns den quadratischen Resten zuwenden eine Bemerkung zur Notation.

Mit N = {1,2,...} bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen (ohne die Null).
Das Symbol Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} reprisentiert die Menge der ganzen Zah-
len und (Z/nZ) = Z,, n € N, den Restklassenring der ganzen Zahlen. Wie wir wissen
besteht der Restklassenring aus einer Menge von Aquivalenzklassen und fiir n > 1 gilt
Zy ={0,1,...,n~1}, wobei 7 = {r +n-z|z € Z}, 0 < r < n -1 eine Restklasse (bzw.
Nebenklasse) reprasentiert. Sind zwei ganze Zahlen a, b € Z kongruent modulo n, so no-
tieren wir dies kurz durch a =, b, a =b mod n oder a = b(n). Die Einheitengruppe des
Restklassenringes bezeichnen wir mit Z .

Weiterhin bezeichne ¢ : N* — N* die Eulersche ¢-Funktion (oft auch ¢). Der Funkti-
onswert ¢(n) gibt die Anzahl der positiven natiirlichen zu n teilerfremden Zahlen kleiner
n an. Die Eulersche ¢-Funktion ist multiplikativ. Aufgrund des Hauptsatzes der elemen-
taren Zahlentheorie impliziert dies, dass ¢(n) bereits vollstandig beschrieben ist, wenn
die Funktionswerte fiir alle Primzahlpotenzen p™ bekannt sind. Weiterhin gelten fiir
Primzahlen p folgende Identitaten

o(p)=p-1, (IL.1)
p(p™)=pm-p"=p" (p-1). (I1.2)

Die Gleichung (2.1) gilt, da Primzahlen in N* nur die trivialen Teiler 1 und p be-
sitzen und damit fiir (p — 1) Zahlen a < p die Gleichung ggT'(a,p) = 1 gilt. Eine
Primpotenz p™ mit m € Z ist zu den Vielfachen von p nicht teilerfremd. Die Zahlen
p,2:p,3-p,...,p" 1 p haben mit p™ den grofsten gemeinesamen Teiler p.

pm-1 Stiick

1.1 Definition: Sei n € N;n > 1 vorgegeben. Eine zu n teilerfremde Zahl a € Z heifst
quadratischer Rest modulo n, wenn ein x € Z existiert, so dass z? =, a.

Zwei modulo n quadratische Reste a,a’ € Z heifsen verschieden, wenn gilt a #, a'.
Eine zu n teilerfremde Zahl a heiftt quadratischer Nichtrest modulo n, wenn a kein
quadratischer Rest modulo n ist.

Anstatt ,quadratischer Rest modulo n* sagt man auch ,quadratischer Rest nach n‘.

1.2 Beispiel: Sei n := 9, dann sind 1, 4, 7 verschiedene quadratische Reste modulo 9.
Der naive Weg ist alle Elemente aus (Z/9Z)* zu berechnen. Geméf Definition kommen
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fiir quadratische Reste nur die zu n = 9 teilfremden Zahlen kleiner 9 in Frage. Insgesamt
existieren davon ¢(9) = 6 Stiick und im einzelnen sind dies: 1, 2, 4, 5, 7, 8. Entsprechend
berechnen wir die Quadrate:

]_2 =9 ]_, 22 =9 4
42 =9 7, 52 =9 7
72 =9 7, 82 =9 1

Wir sehen, dass 1,4 und 7 quadratische Reste, dagegen 2,5 und 8 quadratische Nicht-
reste sind.

Das Problem, bei gegebenem Modul n > 1 alle quadratischen Reste (bzw. Nichtreste)
zu bestimmen, ist unser erstes Ziel. Zunédchst werden wir dieses Problem fiir spezielle
Moduln 16sen, denn oftmals reicht es quadratische Reste modulo p, p eine Primzahl, zu
betrachten. Fiir eine Primzahl p ist a € Z; genau dann ein quadratischer Rest modulos
p, wenn ein x € Z existiert, so dass die Kongruenz z? =, a lésbar ist. Man erinnere sich,
dass die Einheitengruppe von Z, genau ¢(p) = p— 1 Elemente besitzt und eine besondere
Form besitzt:

Ly, = {0,1,...,p-1}
Zunachst stellen wir uns die Frage nach der Anzahl der quadratischen Reste:

Wieviele a € Z3 sind Quadratwurzeln, also von der Form a = b* mod p fiir
ein b e Zy?

Eine Antwort auf diese Frage gibt folgendes

1.3 Lemma: Sei p > 2 eine Primzahl. Dann sind die Hélfte der Elemente in Z; quadra-
tische Reste, und die andere Halfte sind quadratische Nichtreste modulo p.

Beweis. Sei g ein primitives Element von (Z/pZ)*, dann ist a = ¢/ mod p eine Quadrat-
zahl genau dann, wenn j € Z gerade ist:

»= Ist némlich j € Z gerade, d.h. j = 2k fiir ein k € Z, dann gilt a =, ¢/ =, (¢*)? =, g%,
also eine Quadratzahl.

,<" Ist andererseit a eine Quadratzahl, also a =b> mod p mit b e (Z/pZ)*, dann gilt
b=g* modpfireinkeZ,und a =, b%=, (¢*)% =, g%, alsoist a = ¢/ mod p fiir ein k € Z.

Da p nach Voraussetzungen stets eine ungerade Primzahl ist, folgt damit unmittelbar,
dass die Halfte, also insgesamt ’%1 der Elemente aus (Z/pZ)* quadratische Reste sind.
Dies sind gerade die Elemente, welche sich mit Hilfe eines primitiven Elements ¢ und
geradem Exponenten j = 2k darstellen lassen. O
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Wir haben also festgestellt, dass mit obiger Notation ¢!, ¢3,...,¢P"2 quadratische
Nichtreste und g2, g%,...,gP~' quadratische Reste mod p, p prim, sind. Insbesondere
ist also eine primitive Restklasse kein Quadrat - ansonsten wiirde obiges Lemma seine
Giiltigkeit verlieren, was nicht sein kann.

Jede ungeljgde Zahl 2k + 1 € Z ist ein quadratischer Rest modulo 2, da 12 =, 2k + 1.
Fiir weitere Uberlegungen diirfen wir also fiir den Moduln n > 3 annehmen. Sodann ist

¢(n) stets gerade, da ¢(n) = [1i.; ¢(p;"') = [Tiey @(p™ " (p~ 1)) wobei n = [T, pj™ die
(bis auf die Reihenfolge und Assoziiertheit) eindeutige Primzerlegung von n ist.

1.4 Satz: Es sei n > 3 und es sei die prime Restklassengruppe Z; zyklisch; es sei g € Z
eine Primitivwurzel (Erzeuger) zu n. Man setze s := 1 - ¢(n). Dann sind

e 1,92, g%, ...,9% 2 verschiedene quadratische Reste und

e 9,9, 9%, ...,9% ! verschiedene quadratische Nichtreste

modulo n. Insbesondere gibt es genau %¢(n) verschiedene quadratische Reste und

ebenso viele quadratische Nichtreste modulo n.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt (g) = {¢*|k € Z} = Z wobei g die Restklasse des
erzeugenden Elements bezeichnen soll. Da

=) 7=).7 =), ...0%7%=(7")

Quadrate in Z* und paarweise verschieden sind, so ist klar, dass die s Zahlen 1,¢2, ¢4, ...,

verschiedene quadratische Reste modulo n sind.

Wiirde ein k € Z eine Gleichung 8_72 = mit b e Zy, bestehen, so miisste, da g die
Einheitengruppe Z: und damit b erzeugt, die Gestalt b = g' fiir ein [ € Z besitzen. Und
damit miisste dann gelten:

= (§1)2 - g2+l

=1.

)

- §2(k—l)+1

Dies hat wegen ord(q) = ord(Z:) = ¢(n) zur Folge ¢(n)|2(k-1)+1, was nach dem oben
Bemerkten unmdglich ist, da ¢(n) fir n > 3 gerade ist. Die s = 3 - ¢(n) verschiedenen
Restklassen ¢, g3, g%, ..., ¢?*"! sind also verschiedene quadratische Nichtreste modulo n.

Da die Gruppe Z; aus ¢(n) = 2s Elementen besteht, so ist klar, dass die angegebenen
quadratischen Reste bzw. Nichtreste bereits alle quadratischen Reste bzw. Nichtreste
modulo n sind. Insbesondere gibt es also s verschiedene quadratische Reste und ebenso
viele quadratische Nichtreste modulo n. O]

1.5 Beispiel: Die Aussage des Satzes ist falsch, wenn Z} nicht zyklisch ist. Um dies
einzusehen sei n := 8, d.h. wir betrachten die quadratischen Reste modulo 8. Eine Zahl
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a € 7 ist genau dann ein quadratischer Rest modulo 8, wenn a =g 1. Es gibt also nur
einen quadratischen Rest modulo 8, aber 3 verschiedene quadratische Nichtreste modulo
8. Zum Beweis dieser Behauptung rechnet man einfach nach. Es ist ¢(8) = 4 mit den
primen Restklassen 1,3,5,7 € 7. Die Behauptung folgt dann aus

1°=3=5=7-=1.

Die Frage, wann eine Zahl a € Z ein quadratischer Rest modulo n ist, kann durch
folgenden Satz auf eine etwas einfachere Frage reduziert werden. Um den folgenden Satz
beweisen zu kénnen benoétigen wir folgendes

1.6 Lemma: Es seien ny,ns € Z und v := kgV'(ny,ny). Dann gilt:
=, b und az,b=a=,b.
Sind speziell n; und ns teilerfremd, so gilt:
az,, b und a=z,,beaz,,,"b.

Beweis. Wegen ny|v,nslv ist die Implikation ,,<* trivial, da fiir n € N die Aquivalenz
a=,b< nla-0 gilt.

,=" Die Voraussetzungen besagen n|(a—b) und ns|(a—b). Nach Definition des kleins-
ten gemeinsamen Vielfachen folgt daraus v|(a - b) < a =, b. Da v = |nyny| im Falle
99T (ny,n9) =1 gilt ist damit das Lemma bewiesen. O

Nun die Problemreduktion auf teilerfremde Faktoren.

1.7 Satz: Es sei n > 2 und es sei n = niny - ...n, eine Fakorisierung von n in endlich
viele natiirliche Zahlen n; > 2 derart, dass fiir alle 4,5 € {1,2,...,7} mit i # j gilt:
99T (n;,n;) = 1. Dann sind folgende Aussagen iiber eine Zahl a € Z &quivalent:

i) a ist ein quadratischer Rest modulo n.

i) a ist ein quadratischer Rest modulo jeder Zahl n; mit i =1,2,... 7.

Beweis. i) = ii): Aus ggT'(a,n) = 1 und 2% =, a < n|z? - a mit = € Z folgt direkt
99T (a,n;)=1und 22 =, a fir allei e {1,2,...,r}, dan=nns-...n,.

ii) = i): Da nach Voraussetzungen fiir alle ¢ = 1,2,...,r gilt: g¢gT(a,n;) = 1, so gilt
auch ggT'(a,n) =1 wegen n =niny - ...n,. Weiter gibt es nach Voraussetzung zu jedem
i=1,2,...,r ein z;, so dass x? =,, a. Wir betrachten nun das System

X =x1(n1), X =x2(n2),..., X=x.(n,)

simultaner Kongruenzen. Da ny,ns,...,n, paarweise teilerfremde Zahlen sind, so hat
dieses System nach dem Hauptsatz iiber simultane Kongruenzen (Chinesischer Restsatz)
eine Losung x € Z. Es folgt:


http://de.wikipedia.org/wiki/Chinesischer_Restsatz
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r?=,, 27 =, a firallei=1,2... 7

Durch Anwendung des Lemma 2.3 und einer evtl. einfachen Induktion folgt die Be-
hauptung. O

Beachtet man den Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie so dréngt sich ein Korollar
des Satzes geradezu auf.

1.8 Folgerung: Es sei n = p]"'py?-...-p"" die Primzerlegung der natiirlichen Zahl n > 2.

Sei a € Z, dann gilt:

a ist quadratischer Rest modulo n <

a ist quadratischer Rest modulo jeder Primzahlpotenz p!" mit ¢ =1,2,...,r.

1.9 Beispiel: Es sei n:=119=7-17 und a := 2. Da 32 =; 2 und 62 =7 2, so ist 2 auch
ein quadratischer Rest modulo 119. In der Tat gilt 112 =19 2.

2. Quadratische Reste modulo Primzahlpotenzen

Aufgrund von Folgerung 2.5 darf man sich beim Studium, welche Zahlen quadratische
Reste modulo einer vorgegebenen Zahl m sind, auf den Fall von Primzahlpotenzen be-
schranken. Zunichst diskutieren wir den Fall einer geraden Primzahlpotenz 2%, k € N*,

2.1. Gerade Primzahlpotenzen

Ziel dieses Unterabschnittes ist es sitmlichen quadratischen Reste modulo 2% mit k € N*
zu bestimmen. Dabei sind die Falle £ = 1,2 trivial, da man diese einfach berechenen
kann. So stellt man fest, dass alle ganzen ungeraden Zahlen, représentiert durch die
Restklasse 1, quadratische Reste modulo 2 sind und fiir & = 2 genau die Zahlen der
Restklassen 1,3 quadratische Reste sind.

Fiir Exponenten £ > 3 zeigen wir nun das

2.1 Lemma: Es sei £ > 3. Dann sind folgende Aussagen iiber eine ganze Zahl a € Z
daquivalent:

i) a ist quadratischer Rest modulo 2*.
ii) a ist quadratischer Rest modulo 23.
iii) a=1(8).

Beweis. 1) = ii): Trivial, da k > 3.
ii) = i): Wir fithren Induktion nach k, der Induktionsbeginn k = 3 entspricht der Vor-
aussetzung ii). Vergleichen Sie bitte auch mit dem Beispiel auf Seite 7.
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Sei k£ > 3 und es sei bereits bekannt, dass es zur ungeraden Zahl a eine Zahl x € Z gibt,
so dass gilt

z2=a mod 2!, d.h.
?—aq=u-2"! mit u € Z.

Wir miissen zeigen, dass es eine Zahl y € Z gibt, so dass y? = a(2*) gilt. Wir behaupten,
dass y == x + u2F-2 die gesuchte Eigenschaft erfiillt. Es gilt

v —a=(z+u2"?)?-q
= (2% - a) + zu2F 1 + 22022
= w2kl 4 g2l 4 222k
= u(l +2)28 1 + 2224,
Da 2k -4 > k wegen k > 3, so sehen wir:

~—
(4

y*—a=u(l+2)2"1 mod 2*.

Wegen x2 = a(2) ist mit a auch x ungerade und damit 1+ durch 2 teilbar. Damit folgt
wie behauptet

y*—a=0 mod 2%,
dass a quadratischer Rest modulo 2% gilt.

ii) = iii): Diese Aussage folgt aus dem Beispiel auf Seite 7 oder durch einfaches
Nachrechnen. O

Die Bedingung iii) besagt also, dass eine vorgelegte ganze Zahl a genau dann ein qua-
dratischer Rest ist, wenn diese in der Restklasse 1 modulo 8 liegt. Damit haben wir die
Frage nach den quadratischen Reste modulo einer geraden Primzahlpotenz vollstdndig
beantwortet.

2.2. Ungerade Primzahlpotenzen

Nun untersuchen wir ungerade Primzahlpotenzen p* mit p € P~ {2}. In diesem Fall sind
keinerlei Fallunterscheidungen, wie bei den geraden Primzahlpotenzen, notwendig:

2.2 Satz: Es sei p eine ungerade Primzahl, und es sei k eine positive natiirliche Zahl.
Dann sind folgende Aussagen iiber eine ganze Zahl a dquivalent:

i) a ist ein quadratischer Rest modulo p*.

ii) @ ist ein quadratischer Rest modulo p.
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Beweis. i) = ii): Es existiert geméf Voraussetzungen ein x € Z, so dass die Kongruenz-
gleichung 22 = a(p*) erfiillt ist, d.h. 22 und a liegen in derselben Restklasse und damit
gilt 22 —a € Zp* = {z-p*|z € Z}. Da p|p* muss damit Zp* c Zp gelten. Deshalb muss
auch in Zp enthalten sein.

ii) = i): Es sei g € Z ein Erzeuger (Primitivwurzel) der zyklischen Gruppe Z;k und Z;.
Aufgrund von Satz 2.2 ist a modulo p als quadratischer Rest zu einer geraden Potenz
von g kongruent:

a=g*(p), wobei 0 < %aﬁ(p) = %(p— 1).

Da ¢ auch Primitivwurzel zu pF ist, gibt es ein [ € N*, so dass a = ¢'(p*) gilt. Daraus
ergibt sich insbesondere a = g'(p), also g' = g?(p). Fiir die Restklasse Z¢ bedeutet dies:
g =7* also g% = 1. Da ord(g) = p—1 folgt (p—1)|(I -2i), also [ = 2i + n(p—1) mit
n € Z. Da p -1 gerade ist, so ist mithin [ = 2v (mit v € Z) gerade. Aus der Gleichung
(¢*)? = a(p*) lesen wir nun ab, dass a ein quadratischer Rest modulo p¥ ist. O

2.3 Beispiel: 2 ist wegen 32 = 2(7) ein quadratischer Rest modulo 7. Daher ist 2 auch ein
quadratischer Rest modulo jeder Potenz von 7. Es gilt z.B. 102 = 2(49), 1082 = 2(343).

In diesem Unterabschnitt studieren wir quadratische Reste fiir den Modul p, wobei p
eine ungerade Primzahl ist. Deshalb ist (p - 1) eine gerade und 4 (p-1) eine ganze Zahl
ungleich Null.

2.4 Satz: Es sei a € Z teilerfremd zu p. Dann gilt:

e a ist quadratischer Rest modulo p < a2®) = 1(p).

e a ist quadratischer Nichtrest modulo p < a2z = -1(p).

Beweis. Ad 1): Falls 22 = a(p) mit z € Z, so ist x teilerfremd zu p und es gilt
l=aPt= (1:2)%(17_1) (p),

nach dem kleinen Fermatschen Satz. Jeder quadratische Rest modulo p lisst also die

1
Polynomkongruenz X2~ —1 = 0(p). Da es genau 3(p — 1) verschiedene quadratische
Reste modulo p gibt und da ein Polynom (iiber einem Integritétsring) maximal (p—1)

inkongruente Losungen von Xz(D _ 1= 0(p) in Z gibt, so folgt 1).
Ad 2): Ist p eine ungerade Primzahl so gilt fir jedes a € N* mit p 4 a eines der beiden
folgenden Kongruenzen
az®D = 1(p) oder az®b = —1(p).

Es sei s:=3(p-1) und a1 —1=(a*-1)(a*+1) . Aus dem kleinen Fermatschen Satz
folgt dann (a® —1)(a®+1) = 0(p). Kiirzt man nun jeweils einen der Faktoren, so ist die
erste Teilbehauptung klar. Wegen 1) ist damit auch 2) klar. O]

10
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3. Kriterium von Euler und das Legendre-Symbol

3.1 Definition: Sei a € Z und p > 2 eine Primzahl. Das Legendre-Symbol (%) ist
definiert als

, falls pla

= O

, falls @ mod p quadratischer Rest modulo p

-1 , falls @ mod p quadratischer Nichtrest modulo p

Das Legendre-Symbol ist nach dem franzosischen Mathematiker ADRIEN-MARIE LE-
GENDRE (1752-1833) benannt. Beachten Sie, dass das Legendre-Symbol fiir Primzahlen
definiert ist. Eine Fortfiihrung dieser Definition werden wir weiter unten mit dem Jacobi-
Symbol einfiihren.

3.2 Beispiel: Sei p = 7, also prim. Dann besteht die Einheiten-Gruppe (Z/7Z)* aus
¢(7) = 6 Elementen, ndmlich aus den Restklassen {1,2,3,4,5,6}. Es gilt

12=z;6%=,1, 22=.52=.4
32 =7 42 =7 2, 02 =7 72 570

B sinc also (2) =0 und (2) = (£) = (2) =1 und ()= (2) = (£) = 1.

Um also festzustellen, fiir welche von 0 mod p verschiedene Restklassen a mod p die
Kongruenz

z*=a modp (11.3)

losbar ist, berechnen wir 2 mod p fir i =1,2,...,(p-1).

Im obigen Beispiel haben wir festgestellt, dass die Kongruenz 2 = a mod 7 fiir a =7 1,2
und 4 losbar ist. Sie besitzt dann jeweils zwei differente Losungen, denn z? = 4> mod 7
ist dquivalent mit x =4 mod 7 oder = —i mod 7, wobei i # -/ mod 7und i # 0 mod 7.

Bilden wir also die Quadratzahlen von 1,2,...,(p- 1) so erhalten wir $(p - 1) ver-
schiedene Werte, wobei 22 =, (p — z)? gilt:

1
z? =,y mitlsxSys§(p—1)

=pl(y* -2*) = pl(z+y)(y-z) mit0<y-z<zr+y<p
=y =x oder y=(p-1).

So ist auch klar, warum die Quadrate von 1,...,1(p - 1) alle paarweise verschieden
sind.

11
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Die Restklassen a mod p fiir welche Kongruenz (2.3) 16sbar ist, findet man auch mit
Hilfe einer primitiven Restklasse mod p. Allerdings bereitet das Auffinden einer solchen
in der Regel grofe Schwierigkeiten.

Der folgende Satz geht auf Euler und Legendre zuriick und ist ein weiteres notwendiges
aber nicht hinreichendes Kriterium fiir Primzahlen p.

3.3 Satz: (Kriterium von EULER)
Sei a € Z und p > 2 eine Primzahl. Dann gilt

't =, (5) (I1.4)

-1

Beweis. Gilt p|a, dann ist @ mod p = 0, also auch a” = 0=, (%) Wir miissen also noch
zeigen, dass (2.4) auch fiir p 4 a gilt. Es sei nun p 4 a, dann ist @ mod p € (Z/pZ)*. Sei
g ein Erzeuger von (Z/pZ)*, dann ist @ mod p ein quadratischer Rest modulo p, dann

gilt a =, g?* fiir ein k € Ny. Also folgt

a7 =, ()7 =, (") 5,105,

Ist @ mod p ein quadratischer Nichtrest modulo p, dann gilt a =, g?**! fiir ein k € Nj.
Also folgt

p-1 p-1

p-1 p—1 _ p—1 _ p-1 p-1 p-1
a'T =, (g% )T 5, "0 = (P g 5,197 5,977

Nun ist aber ng_l #, 1, denn die Ordnung von ¢ in (Z/pZ)* ist p — 1. Andererseits ist
(ng_l)2 =, P71 =, 1, also ist ng_l =, +1. Insgesamt folgt also g% =, -1, also o'z =, -15,
() 0

Ist also ggT'(a,p) = 1, d.h. a ist kein ganzzahliges Vielfaches von p, dann muss nach

dem Eulerschen Kriterium a7 =, =1 gelten. Beachten Sie, dass dadurch gerade alle
Primzahlen in der Menge {n € Zjn = 2k + 1,k € Z} = {n € Z|n = 4k + 1 oder n = 4k +
3 mit k € Z} erfasst werden, d.h. das Eulersche Kriterium gilt fiir Primzahlen aus Px{2},
wie oben im Satz formuliert.

3.4 Folgerung: Es sei p eine Primzahl, dann gilt

(__1) =, (-1)z D)

p

Beweis. Man wende das Kriterium von Euler fiir a := -1 an. OJ

Die wichtigsten Rechenreglen fiir Legendre-Symbolen lauten:

3.5 Lemma: Sei p > 2 eine Primzahl, und seien a,b € Z.

12



Quadratische Reste
(i) Gilt a=b mod p, dann ist (%) = (g)

i) () =(5) ()

1, fallsp mod4=1
-1, falls p mod 4 = 3.

—
— e
—-
—-
~—

——

|

T |-

SN—
Il

Beweis. (i) Sei b mod p. Dann ist oz =, b7

= =, b2, also folgt mit dem Kriterium von
Euler, dass (%) = (]%)

(i) Es gilt (%) = (ab)’7" =a"70"5 = (2) (2)

2.
(iii) Es gilt (‘7}) = (-1)%". Also ist ~)=1le 2L ist gerade < 21
< p-1 =4k fiir ein

5— = 2k fiir ein k € Ny

keNy< p=4k+1 fiir ein ke Ny < p mod4 =1. Da p
ungerade ist, gilt entweder p mod 4 =1 oder p mod 4 = 3.

]
3.6 Beispiel: Mit den eben gewonnenen Rechenregeln konnen bereits einige der Legendre-
Symbole bequem berechnet werden: (g—(l)) (%) (%)2 = 1. Sowie
(51)=G) G =) G

I 31)2 = -1, denn 31 mod 4 = 3.
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III. Das Reziprozitatsgesetz

1. Das Gaulssche Lemma

Mit Hilfe des Eulerschen Kriteriums wird nun ein weiteres Restkriterium, das so genannte
Gauftssche Lemma, hergeleitet, welches eine Schliisselrolle im Beweis des quadratischen
Reziprozitéitsgesetz spielen wird. Zunéchst aber das Organisatorische — die notwendigen

Definitionen:

1.1 Definition: Es sei p eine Primzahl. Dann heift eine aus (p—1) Elementen bestehende
Menge

S, = {il,i?,...,i%(p—l)}
= {515 (-1 + 1112 (- 1))
- 2p ? 2p VA ) ) 7"'72p *

die Menge der absolut kleinsten Reste modulo p. Die Menge S, der absolut kleins-
ten Reste modulo p ist die disjunkte Vereinigung der Mengen S* := {1,2,..., %(p -1)}
und S™:={-3(p-1),—5(p-1)+1,...,-1} = {-s|s € S*}.

Bemerkung: Jede zu p teilerfremde Zahl a € Z ist modulo p zu genau einem absolut
kleinsten Rest w kongruent. Es gilt also

1 1
0 < |w|=min{|v|:vea} < §(p—1) <P

Beweis. Wir wissen, dass jede zu p teilerfremde Zahl zu genau einem Element der Menge
{1,2,...,p -1} modulo p kongruent ist. Wir miissen also zeigen, dass jedem Element
aus S- = {-1(p-1),-1(p-1)+1,...,-1} beziiglich dem Modul p ein Element aus
{(p-1)+1,3(p-1)+2,...,(p-1)} entspricht. Nun gilt

1 1 1
5(p—1)+kzp—§(p—1)+k—1 fﬁrk=1,2,...,§(p—1);

daher ist jedes Element von {1,2,...,(p-1)} zu genau einem Element der Menge

1 1 1
Sp:{_E(p_1)7_5(]?_1)+17"'7_1a1a27-"7§(p_1)}

kongruent. O]



Das Reziprozitatsgesetz

Sind zwei Elemente s € S* und a € Z teilerfremd zu p, d.h. es gilt ggT(a,p) =
99T (a,s) =1, so ist auch das Produkt sa teilerfremd zu p also gilt auch ggT'(sa,p) = 1.
Aufgrund der letzten Bemerkung und dem eben Gesagten gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen e,(a) € {+1,-1} und s, € S* mit

s-a=pes(a)-s,. (IIL.1)

Es ist €5(a) = —1 genau dann, wenn der absolut kleinste Rest des Produkts s-a modulo
pin S~ liegt, also negativ ist. Entsprechend ist €5(a) = +1 genau dann, wenn der absolut
kleinste Rest des Produkts s-a modulo p in S* liegt, also positiv ist.

Es gilt folgendes

1.2 Lemma: Es sei ein zu p teilerfremdes a € Z fixiert. Dann ist die Abbildung S* - S*
definiert durch s — s, bejektiv.

Beweis. Da S* eine endliche Menge ist, reicht es nachzuweisen, dass aus s, = t, fir
s,t € S* folgt s =t. Wegen sa =, €5(a) - s, < sa-€5(a) =, S,, da €5(a) € {£1} und daher
es(a) zu sich selbst invers.

Sei nun also s, = t, und mit obiger Gleichung sa - €;(a) =, ta - €(a). Nun wendet man
die Kiirzungsregel fiir faktorielle Ringe an (jeder Hauptidealring ist ein faktorieller Ring)
und erhalten s-€5(a) =, t-(a) = s-es(a) —t-e(a) =, 0, d.h. p|(s-es(a) —t-€(a)). Nun
sind s,t € S*, so dass

|s-es(a) —t-e(a)| < s es(a)|+|t-e(a)|=s+t<p-1<p (IT1.2)

ist. Aus p|(s-€5(a)—t-€;(a)) und p Primzahl zusammen mit (3.2) folgt e;(a)s—¢;(a)t =0
und also s =t¢. O

Nun kommen wir zum vorlaufige Hauptergebnis, dem Restkriterium von Gaufs, welches
entscheidend fiir die Beweisfithrung des quadratischen Reziprozitatsgesetzes. Der Beweis
des Gaufischen Lemmas stiitzt sich entscheidend auf dem Eulersche Kriterium.

1.3 Satz: (Gauksche Lemma)
Es sei a € Z und p € P eine Primzahl mit g¢gT'(a,p) = 1. Dann gilt

(%)= et = (-1,

seS+

wobei n die Anzahl der negativen Zahlen unter den absolut kleinsten Resten modulo p
der 3(p - 1) Vielfachen a,2a,...,5(p-1).

Beweis. Esist nur die erste Gleichung zu zeigen. Wir wissen, dass die Abbildung S* — S*

mit s — s, bijektiv ist. Es ist sa = €s(a) - s, wie in (3.1) festgelegt. Aufgrund der
—_——
ef{+1} €57

Vorbemerkungen folgt
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Das Reziprozitatsgesetz

[T1s.=1]] s:[%(p—l)]!

seS+ seS+

und mit (3.2) folgt

[T 502 T Ga-esla)) = (50- 1))!(1‘[ es(a)).
seST seSt seST

Da andererseits

1
[[sa=1-a-2-a...-=(p-1)-a
seS*t 2

1

=l (5=

so ergibt sich weiter

aé@—l).(%(p_n)! - T1 (es(a))(%(p—l))!.

seS+

Die Zahl (%(p - 1))! ist teilerfremd zu p, daher darf man durch sie kiirzen. Es folgt:

q3®1) =, H (es(a)).

seS+

Da nach dem FEulerschen Kriterium (%) = a2 gilt, so ist das Gaufsche Lemma
bewiesen. O

Ein Beispiel wird das Gaufssche Lemma veranschaulichen.

1.4 Beispiel: Es soll der Wert des Legendresymbols (1—73) mit Hilfe des Gaufsschen Lem-
mas berechnet werden. Wie im Satz spielt die Menge S* = {1,2,3,4,5,6} eine entschei-
dende Rolle, denn wir bilden die Produkte a-s=13-s mit allen s € S*. Diese Produkte
werden sodann modulo 13 derart reduziert, so dass die Reste in eine der Klassen aus
S* oder S~ fallen, d.h. wir miissen zu diesen Produkten die absolut kleinsten Reste
bestimmen:

7'1:7513_6, 7'2:145131
7-3=21=3-5, T7-4=28=132
7-5=35=3 -4, 7.6=42=53

Dies ergibt also insgesamt 3 negative absolut kleinsten Reste, womit die Gleichung

nach dem Lemma von Gaufs gilt.
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Das Reziprozitatsgesetz

Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass die Berechnung eines beliebigen Legendre-Symbols
(und damit die Beantwortung der Frage nach den quadratischen Resten) mit Hilfe des
Gaukschen Lemmas zwar moglich, aber auch sehr aufwendig ist. Eine wesentliche Ver-
besserung wird sich durch das quadratische Reziprozitéitsgesetz ergeben.

Dem quadratischen Reziprozitatsgesetzt werden oftmals sog. Ergdnzungsséitze zur Sei-
te gestellt. Der folgende Satz wird oftmals auch ,zweiter Ergédnzungssatz* zum quadra-
tischen Reziprozitdtsgesetzt genannt. Er besagt, dass die Zahl a := 2 fiir alle modulo 8
kongruenten Primzahlen dasselbe quadratische Restverhalten hat.

1.5 Satz: (Zweiter Ergdnzungssatz)
Fiir jede Primzahl p > 2 gilt:
2 P’
(_) = (_1)T1
p

Es ist also 2 quadratischer Rest modulo aller Primzahlen der Form 8%k+1 und 8k+7,k € N,
und das quadratischer Nichtrest modulo aller iibrigen ungeraden Primzahlen.

Vor dem eigentlichen Beweis eine wichtige

Bemerkung: Jede Primzahl p € P ungleich 2 ist ungerade und liegt desshalb in der
Menge aller ungeraden natiirlichen Zahlen 2k + 1, k € N. Ubersetzt man dies in die Spra-
che der Restklassen, so liegt jede Primzahl # 2 in der Restklasse 1 modulo 2.

Entsprechend kann jede ungerade Primzahl entweder durch 4k+1 oder 4k+3 mit k e N
dargestellt werden. Hier liegt jede ungerade Primzahl entweder in der Restklasse 1 oder
3 modulo 4; die {ibrigen Restklassen 0 und 2 enthalten offensichtlich gerade Zahlen.

Nun der Beweis des Erganzungssatzes:

Beweis. Wir bestimmen die Anzahl n der negativen absolut kleinsten Reste modulo p
der 3(p-1) Zahlen 1-2,2-2,...,1(p-1)-2. Da diese Zahlen sdmtlich kleiner als p sind,
liefern genau diejenigen Zahlen x -2 unter ihnen einen negativen absolut kleinsten Rest,
die echt grofer als $(p - 1) sind. Setzt man A := max{z ¢ Njz-2< 1(p-1)}, so folgt fiir
die Anzahl der absolut kleinsten Reste modulo p offensichtlich

n= %(p—l)—/\, (IIL.3)

da A — geméf Definition — die Anzahl der positiven absolut kleinsten Reste modulo
p angibt. Unter Benutzung der Gaufklammer, der Definition von A und der Gleichung
(3.3) gilt
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A= E(p— 1)]

=n = %(p— 1) - E(p— 1)]
. (%) _ (<1)3e-D-[i0-D)],

Wir miissen nun feststellen, fiir welche Primzahlen p die Zahl n gerade bzw. ungerade
ist. Jede ungerade Primzahl p ist von einer der folgenden vier Formen:

8k +1, 8k + 3, 8k +5, 8k +17

mit k € N. Vergleichen Sie auch mit der Bermerkung unmittelbar iiberhalb dieses Bewei-
ses. Setzen wir die verschiedenen Darstellungsformen der Primzahl p in %(p—l) respektive
[%(p - 1)] ein, so erhalten wir jeweils:

4k, 2k 4k + 1,2k 4k + 2,2k + 1 4k + 3,2k + 1

Damit sehen wir:

Firp=8k+1ist n=4k-2k gerade;
Firp=8k+3ist n=4k+1-2k ungerade;
Fir p=8k+5ist n=4k+2-(2k+ 1) ungerade;
Fiir p=8k+5ist n=4k+3-(2k+1) gerade.

Demnach ist 2 quadratischer Rest modulo aller Primzahlen der Form 8k +1 und 8k +7
und quadratischer Nichtrest modulo aller Primzahlen der Form 8k + 3 und 8k + 5.

Wir miissen noch zeigen, dass die soeben gewonnene Aussage dquivalent mit der For-

mel (%) = (—1)10T_1 ist. Es ist lediglich zu zeigen: Fiir alle Primzahlen p der Form 8k + 1

und 8k + 7 ist ’% eine gerade ganze Zahl; fiir alle Primzahlen p der Form 8k + 3 und

8k +5 ist ’% eine ungerade ganze Zahl. Dies verifiziert man durch Nachrechnen. O]

Eine jede ganze Zahl a € Z kann, geméaf dem Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie,
in der Form

a=(=1)-2F.gm.....qm,

wobei j € {0,1}, k € N und m; € N* sowie ¢; € P\ {2} fiir i = 1,...,r. Entsprechend
folgt mit Lemma 2.8 (ii) fiir das Legendre-Symbol

O-6) 0 )

—— ——
I II 11T
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Kennt man in diesen drei Situationen das Legendresche Restsymbol als Funktion des
Nenners, so beherrscht man auch den Allgemeinfall auf Grund der Multiplikationsregel
fiir das Legendre-Symbol. Typ I wurde mit Folgerung 2.7 erledigt, Typ II mit Unter-
abschnitt 2.2.1 bzw. Satz 3.3, bleibt also noch Typ III zu kldren; dies wir der folgende
Abschnitt.

2. Erganzungssatze und das quadratische Reziprozitatsgesetz

Neben dem bereits beschriebenen Effekt, dass wir das Legendresche-Restsymbol effizient
berechnen kénnen wird durch das quadratische Reziprozititsgesetz die Frage beantwor-
tet, welche Moduln m so beschaffen sind, dass eine vorgelegte Zahl a modulo m ein
quadratischer Rest ist. Wir wir bereits festgestellt haben sind dabei insgesamt drei Fille
zu kldren. Die ersten beiden Fille (die bereits umfassend bewiesen wurden) fasst man
iiblicherweise zu den sog. Ergianzungssiatzen zusammen.

2.1 Satz: (Ergédnzungssitze zum quadr. Reziprozitiatsgesetz)
Es sei p irgendeine Primzahl. Dann gilt:

D (3) =0,
) (2) = (1)

Fiir gewohnlich nennt man I) bzw. II) den ersten bzw. zweiten Ergénzungssatz. Nun
formulieren wir das Hauptergebniss des Dokuments.

2.2 Satz: (Quadratische Reziprozititsgesetz)
Es seien p und ¢ verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt:

(B)E)-com

Fiir je zwei verschiedene, ungerade Primzahlen p, ¢ gilt:

(1—9) = (g), wenn p,q nicht beide von der Form 4k + 3 sind (IIL.4)

q p

(1—?) = - (Q) ,  wenn p,q beide die Form 4k + 3 haben; (IIL.5)
q p

Da ein Produkt aus zwei Faktoren genau dann ungerade ist, wenn beide Faktoren
ungerade sind. Ist einer der Faktoren oder beide Faktoren gerade, so ist auch das Pro-
dukt gerade. Entsprechend ist (—1)%_1%1 = -1 genau dann, wenn beide Faktoren in der
Potenz gerade sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn es k, k' € Z gibt, so dass sich die
Primzahlen p und ¢ in der Form p = 4k + 3 bzw. ¢ = 4k’ + 3 darstellen lassen, denn dann
gilt:

19



Das Reziprozitatsgesetz

p-1lg-1 4k+3-14k'+3-1
2 2 2 2
_4k:+24k’+2
2 2
= (2k +1)(2K' +1).

Das quadratische Reziprozitétsgesetz fasst also beide Identitéiten (3.4) und (3.5) in
einer Formel zusammen. Weiter besagt das quadratische Reziprozititsgesetzt, dass die
beiden Fragen

e Ist p ein quadratischer Rest modulo ¢?

e Ist ¢ ein quadratischer Rest modulo p?

quasi gleichbedeutend sind.

2.3 Beispiel: Es soll festgestellt werden, ob 3 ein quadratischer Rest modulo 29 ist. Auf
Grund des Reziprozitéitsgesetzes gilt

2 —-129-1
) coe-
29/\ 3
(5)-(5)
=>|—)=(—
29 3/
da ein Produkt genau dann 1 ist, wenn beide Faktoren entweder 1 oder —1 sind. Wegen
29 = 2(3) ergibt sich sodann mit dem zweiten Ergédnzungssatz

(3)-()-co

Also ist 3 ein quadratischer Nichtrest modulo 29.

Das néchste Anwendungsbeispiel nutzt die Primfaktorzerlegung der zu untersuchenden
ganzen Zahl und die Multiplikativitdt des Legendre-Symbols, wie weiter oben erldutert.

2.4 Beispiel: Wir werden nun (%) berechnen, wobei natiirlich 281 eine Primzahl ist.

Die Primfaktorzerlegung der Zahl 35 = 5-7 gibt Anlass die Restsymbole (2%) und (Q—gl)

Wenden wir das Reziprozitidtsgesetz an, so folgt

(57)- () e () - (F)
—)=— | uwd | —=|=|—=],
281 5 281 7
da offensichtlich (3.4) gilt. Da 281 = 1(5) und 281 = 1(7), so folgt fiir (22)=1-1=1,
d.h. 35 ist ein quadratischer Rest modulo 281.

20



Das Reziprozitatsgesetz

3. Der Beweis

Der nun folgende Beweis des quadratischen Reziprozitatsgesetzes stiitzt sich insbesonde-
re auf dem Gaufischen Lemma. Erstmals wurde dieser Beweis im Jahr 1844 von FERDI-
NAND GOTTHOLD EISENSTEIN unter dem Titel ,Geometrischer Beweis des Fundamen-
taltheorems fiir die quadratischen Reste* veroffentlicht.

Nun endlich zum

Beweis. Es ist zu zeigen, dass

1 1

)= (5,

wobei p,geP,p>2,q>2,p+q. Nun wenden wir auf beide Legendresche Restsymbole
das Gaufssche Lemma an. D.h. es existiert n,m € N, so dass

B ()

gilt; es ist also m bzw. n die Anzahl der negativen Zahlen unter den absolut kleinsten
Reste modulo ¢ bzw. modulo p. Konkret bedeutet dies, dass m bzw. n die Anzahl
derjenigen Zahlen aus der Menge {1-p,2-p,...,1(¢-1)-p} bzw. {1-¢,2-q,...,2(p-1)-¢}
ist, deren absolut kleinster Rest modulo ¢ bzw. p negativ ist. Dann folgt also

(Y-

so dass alles darauf hinauslauft zu zeigen:
(-1 = (),

also
1 1 .
§(p—1)§(q—1)=m+n+25 mit ¢ € N.

Um diese Gleichung zu beweisen nutzen wir die Struktur der Menge S~. Dazu werden
wir zundchst die Zahlen m und n anders beschreiben. Laut Definition ist n die Anzahl
derjenigen Zahlen gcot s mit s € S*, deren absolut kleinster Rest modulo p negativ ist.

Das sind genau die Zahlen ¢ - s mit s € S*, zu denen es eine Zahl t € Z gibt, so dass gilt
1
-——<q-s-p-t<0.
5 q p
In dieser Ungleichung ist die Zahl ¢, wenn sie iiberhaupt existiert, eindeutig durch s

bestimmt. Es gilt £ >0 und wegen s < %p folgt
1
3 <qgs—-pt<0
ﬁpt<qs+l<pt+1
2 2

= pt < +1 <1 +1 1(+1)
S+-—p< = —p==
pt<gq 229 2pq 2p 2pq )
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also
1 1
t< §(q+ 1), d.h.t< §(q— 1).

Die Zahl t ist also, ihre Existenz unterstellt, eine der Zahlen 1,2, ..., %(q -1). Damit
haben wir festgestellt:

Die Zahl n ist genau die Anzahl der Paare (s,t) natiirlicher Zahlen, fir die gilt:
1 1 1
a)lgsgé(p—l), 1St£§(q—1), —§p<q3—pt<0.

Ebenso sieht man, dass m genau die Anzahl der Paare (u,v) natiirlicher Zahlen, fiir
die gilt:
1 1 1
l<u<=(qg-1), l<v<=(p-1), ——qg<pu-qu<0.
2 2 2
Bringt man die letzte Ungleichung in der Form 0 < qv — pu < %q durch Multiplikation
mit (—1) und schreibt noch s statt v und ¢ statt u, so folgt:

Die Zahl m ist genau die Anzahl der Paare (s,t) natiirlicher Zahlen, fir die gilt:
1 1 1
b)1<s<=(p-1), 1<t<=(g-1), 0<gs—pt<—=q.
2 2 2
Aus a) und b) folgt nun:
Die Zahl m + n ist genau die Anzahl der Paare (s,t) natiirlicher Zahlen, fiir die gilt:
1 1 1 1
1<s<=(p-1 1<t<=(g—-1 - = —-pt < =q.
c)l<s<g(p-1), <t<s(g-1), 5P <45 =Pt < 54

Zunachst ist klar, dass die n Paare, die a) erfiillen, sowie die m Paare, die b) er-
filllen, jeweils den Ungleichungen c¢) geniigen. Da jedes Zahlenpaar, welches a) erfiillt,
verschieden ist von jedem Zahlenpaar, das b) erfiillt, so sehen wir, dass es mindestens
m + n verschiedene Zahlenpaare gibt, fiir die c¢) gilt. Es kann aber auch aufser diesen
m+n Paaren kein weiteres Paar s',t' geben, fiir welches c) erfiillt ist, denn dann miisste
notwendig gelten: ¢s’ — pt’ = 0, d.h. es ware

! 1
Do mit 1<t <=(¢g-1),
qg t 2
was nicht geht, da der Bruch § bereits reduziert ist. Mithin wird c¢) wie behauptet von
genau m +n Paaren s,t erfiillt.

Die Ungleichungen c¢) besagen geometrisch, dass die Zahl m +n genau die Anzahl der
Gitterpunkte (:= Punkte mit ganzzahligen Koordinaten) in der reellen z-y-Ebene ist, die
sowohl im abgeschlossenen Rechteck R mit vier Eckpunkten (1,1);(3(p-1),1); (3(p -
1),2(¢-1));(1,1(¢-1)) als auch im Innern des von den beiden parallelen Geraden
qr—py = —%p und qr - py = %q begrenzten Parallelstreifens liegen. Wir bezeichnen diese
Menge mit 1.
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1/ziq+1])

(1.1/2(g-1]) (1/z(p-1).1
o -

A

e
(1/2(p-1).1)

142 1/2(p+1)

Im abgeschlossenen Rechteck R liegen genau die 5(p—1)-3(g—-1) Gitterpunkte (s,t),
wo1<s<3(p-1),1<t<1(¢-1). Nun ist R die Vereinigung der Mengen I mit den
beiden abgeschlossenen Dreiecksflichen A und A’

R=TuAuA

Die drei Mengen I, A, A’ sind paarweise disjunkt. Bezeichnet daher § bzw. §’ die
Anzahl der Gitterpunkt in A bzw. A’; so folgt

%(p—l)-%(q—l):m+n+5+5'.

Wir werden nun zeigen, dass in A und A’ gleich viele Gitterpunkte liegen, dann gilt

0 = ¢’ und wir sind fertig. Das ist anschaulich sofort einleuchtend, denn A und A’ liegen

symmetrisch zum Mittelpunkt M des Rechtecks R mit den nicht notwendig ganzzahligen
p+l g+1

Koordinaten (T, 1 ) Man sieht dies besonders deutlich aus der Figur, wenn man statt

R das in jeder Koordinatenrichtung um 1 vergroferte Rechteck

1 1

mit gleichem Mittelpunkt M zu Grunde legt und statt A bzw. A’ die entsprechend
vergroferten Dreiecksflachen betrachtet. Diese Symmetrie von A bzw. A’ erzwingt 6 = §’.
Diese geometrische Schlussweise kann auch rechnerisch mit der Funktion

1 1
c:R25 R, (z,y)~ (§(p+1)—m,§(q+1)—y)

nachgewiesen werden. Man stellt fest, dass o bijektiv ist und zu sich selbst invers. [
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IV. Das Jacobi-Symbol

Abschliefend verallgemeinern wir die Definition des Legendre-Symbols auf beliebige un-
gerade Zahlen.

0.1 Definition: Sei n > 2 eine ungerade Zahl und sei a € Z. Sei n = };_; p;" die Prim-
faktorzerlegung von n, wobei p; # p; fiir j # ¢ und 1 <¢,75 <r gilt. Das Jacobi-Symbol

ist definiert als
()=o) G)
)= 35N P )

Das Jacobi-Symbol ist nach GusTAV CARL JACOB JACOBI (1804-1851) benannt.

Das eben entwickelte Reziprozititsgesetz kann man zwar nicht direkt auf Jacobi-
Symbole anwenden, doch auf deren Primfaktorzerlegung, denn diese sind geméf Defi-
nition gerade Legendre-Restsymbole. Im Folgenden untersuchen wir noch grundlegende
Eigenschaften des Jacobi-Symbols, das insbesondere in der Kryptographie benétigt wird.

Ist n eine Primzahl, dann stimmen Jacobi- und Legendre-Symbol iiberein. Ist n je-

doch zusammengesetzt, dann macht das Jacobi-Symbol keine Aussage mehr dariiber,
ob a mod n in (Z/nZ)* ein quadratischer Rest ist oder nicht, obwohl wir in (Z/nZ)*
quadratische Reste definiert haben.
0.2 Beispiel: Es sei n := 15 und a := 2, dann ist (%) = (%) (%) =(-1)(-1) =1, denn 2
ist ein quadratischer Nichtrest in (Z/3Z)* und in (Z/5Z)*. Allerdings ist 2 ebenfalls ein
quadratischer Nichtrest in (Z/15Z)*, da es kein b € (Z/15Z)* gibt, so dass b*> mod 15 = 2
gilt.

Ist also n > 2 eine ungerade zusammengesetzte Zahl und a € (Z/nZ)* vorgegeben. Wie
wir im letzten Beispiel gezeigt haben, kann aufgrund von

(3) -1 (IV.1)

keine Aussage dariiber getroffen werden, ob a ein quadratischer Rest bzw. Nichtrest
in (Z/nZ)* ist. Mit anderen Worten: Bedingung (4.3) ist nicht hinreichend, wie wir aber
sehen werden ist (4.3) eine notwendige Bedingung dafiir, dass a ein quadratischer Rest
ist.

0.3 Lemma: Sei n > 2 eine ungerade und zusammengesetzt, und sei a € (Z/nZ)*. Ist a
ein quadratischer Rest in (Z/nZ)*, d.h., es gibt ein b € (Z/nZ)* mit b* mod n = a, dann
muss (%) =1 gelten.



Jacobi-Symbol

Beweis. Sei n =Y, p:" die Primfaktorzerlegung von n. Fiir 1 <4 <r gilt dann 0? =), a,
also ist a ein quadratischer Rest modulo p;. Es folgt damit

(-G -G
n P Dr
=1, 1% =1

]

Fiir das Jacobi-Symbol gelten dhnliche Eigenschaften wie fiir das Legendre-Symbol:

0.4 Lemma: Sei n > 2 eine ungerade Zahl und seien a,b € Z.
(i) Gilt a =, b, dann folgt (2) = ().
s ab) _(a b
(i) (z) =(3) ()
(i) (1) =1.
Beweis. Sein=Y;_; p;" die Primfaktorzerlegung von n.

(i) Es gelte a =, b, dann ist a =,, b flir 1 <7 <7 und

(2)-G)
()

a1
a1

Mit Lemma 4.1.3 folgt damit die Behauptung.

(ii) Es gilt

und die Behauptung folgt wieder durch Anwendung von Lemma 4.1.3.

P1 pr

(iii) Es gilt (’71) = (i)al . (’1 )w =1, denn 1 ist immer ein quadratischer Rest.

25



Jacobi-Symbol

Hinweis:
Haben Sie einen Fehler oder eine Unstimmigkeit in diesem Dokument entdeckt?
Falls dem so ist, dann senden Sie mir bitte eine E-Mail an |Alexander@mathematik-
netz.de.

Vielen Dank!
Weiterhin viel Spaft mit der Mathematik!

http:/ /www.mathematik-netz.de
http://www.mathering.de
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