Kardinal- und Ordinalzahlen

Zihmung des Unendlichen

Alexander Holzle

01.05.2008
Inhaltsverzeichnis
|l !"!I . I I E ..I. - . |

2 Von der naiven zur axiomatischen Mengelehre|

2.1 Antinomien in der naiven Mengenlehre| . . . . . . . . ... ... ... ..

[2.2  Die axiomatische Mengenlehre von Zermelo und Fraenkell . . . . . . . ..

2.3 Ordnungen aut Mengen|. . . . . . . ... .. ... ... ... ... ...

[3__Von Kardinalzahlenl

[3.1 Unendliche Mengen und Kardinalzahlen| . . . . . . ... ... ... ...

[3.2 . Gleichheit” bei Machtigkeiten| . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

3.5 Abbzahlbar unendliche Mengen| . . . . . . .. ..o 0000

3.4 Uberabziahlbare Mengen| . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ...,

[3.5 ., Groker” und ,Kleiner” bei Machtigkeiten| . . . . . . . .. ... ... ...

[3.6  Unendliche Machtigkeiten| . . . . . . . . ... ... ... ... ... ...

[4.2  Wohlordnungen|

4.3 Eins, zwei, drei, ...




mathematik-netz.de

1 Ubersicht und Praliminarien

In diesem Dokument werden wir uns der Mengenlehre und somit unmittelbar auch dem
Unendlichen widmen. Beide Themen sind nicht nur mathematischer sondern auch philo-
sophischer Natur. Der Schépfer der Mengenlehre GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP
CANTOR (1845-1918) hat selbst lange Zeit als Mathematiker und Philosoph gearbeitet
und publiziert. Will man die Mengenlehre verstehen, so kommt man nicht umhin sich
mit der Unendlichkeit vertraut zu machen. In unserer Alltagswelt sind jedoch samtli-
che Dinge endlich, wie also soll man als endliches Wesen die Unendlichkeit begreifen?
Das Genie GEORG CANTOR hat einen Weg ins Paradies ,Mengenlehre* gefunden und
dennoch wurden seine iiberragenden Leistungen erst postum geehrt. Zu Lebzeiten stiefs
CANTOR iiberwiegend auf Unverstiandnis und Missachtung. In diesem Manuskript wer-
den wir zwei groke Entdeckungen CANTORS unter die Lupe nehmen: zum FEinen die
Kardinal- und zum Anderen die Ordinalzahlen.

Die von CANTOR gegebene Definition einer Menge werden wir direkt im Anschluss stu-
dieren und deren Unschéarfe an Hand von Antinomien erldutern. Im Anschluss betrach-
ten wir das wohl bekannteste und wichtigste Axiomensystem der Mengenlehre ZFC. Auf
diesem mathematischen Fundament, der axiomatischen Mengenlehre, werden wir Ord-
nungen einfiihren und genauer untersuchen. Ordnungen spielen eine wesentliche Rolle im
Zusammenhang mit Kardinal- und Ordinalzahlen und dariiber hinaus. Wir werden viele
wunderschone Beweise und Sétze, wie z.B. die Diagonalargumente von CANTOR oder
den Satz von SCHRODER & BERNSTEIN, kennenlernen, die zum Teil auch im ,BUCH
der Beweise®, [2] enthalten sind.

Obwohl auch anspruchsvolle Sétze angefiihrt und bewiesen werden benétigt man fiir
das Verstandnis dieses Dokuments nur recht wenig Vorwissen. Lediglich Grundlegendes
aus der Mengenlehre sollte man parat haben. So sollte einem klar sein, was man z.B.
unter der Vereinigung oder dem Durchschnitt von Mengen versteht. Ferner sollten einem
die naiven Defintionen der wichtigsten ,Zahlenbereiche®, wie z.B.

o N:={1,2,3,..}

o No:=1{0,1,2,3,...}

o Z:=1{. -3-2-101,23..}
e Q:={%|meZundneN}

oder den reellen Zahlen R (die ,,Zahlengerade”) bewusst sein. Die Menge der nattirlichen
Zahlen Ny bzw. N werden wir mengentheoretisch weiter unten einfiihren.

2 Von der naiven zur axiomatischen Mengelehre

2.1 Antinomien in der naiven Mengenlehre

GEORG CANTOR (1845-1918) begriindete in der Mitte des 19. Jahrhunderts die Men-
genlehre, die er zu Beginn noch Mannigfaltigkeitsiehre nannte. Er formulierte 1895 die
brithmte Definition
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Unter einer ,,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Den-
kens (welche die ,,Elemente” von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Um Objekte m € M einer Menge M unterscheiden zu kénnen, bediirfen sie — gemafs
genannter Definition — gewissen Eigenschaften E(M). Umgekehrt kénnen wir mit Hilfe
einer Eigenschaft £ und klar unterscheidbaren Objekten = eine Menge {z| E(x)} erkla-
ren. Auf Grundlage dieser Definition konnen logische innere Widerspriiche hergeleitet
werden, welche es in der Mathematik zu vermeiden gilt. GEORG CANTOR selbst hat
dies friihzeitig erkannt und verfasste deshalb eine Doktrin, welche, wenn man sich da-
nach richtete, alle iiblichen Antonomien verhinderte.

Die Unschéarfe CANTORs Definition erkannt auch BETRAND RUSSEL — von [hm stammt
wohl die bekannteste Antinomie:

Der Dorfbarbier ist definiert als derjenige Dorfbewohner, der alle Dorfbewoh-
ner rassiert, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert der Barbier sich selbst?

Zunachst nehmen wir an, dass der Barbier sich selbst rassiert: In diesem Fall gehort
der Barbier selbst zu denjenigen Dorfbewohnern, die nicht vom Barbier rassiert werden,
was jedoch der Eingangs gemachten Annahme widerspricht. Nehmen wir nun an, der
Barbier wiirde sich nicht selbst rasieren, dann gehoért der Barbier also zu der Menge, die
der Barbier rasiert. Auch diese Annahme fiihrt also zum Widerspruch.

In die Sprache der naiven Mengenlehre gekleidet, kann man das Problem wie folgt be-
schreiben:

Sei M die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten, d.h.
M ={X| X ¢ X}.
Ist dann M selbst in M enthalten?

Man beachte, dass die Menge M der Definition CANTORs geniigt. Zunéchst nehmen
wir an es wirde M € M gelten, dann wiirde geméfs Definition M ¢ M folgen was im
Widerspruch zur Annahme steht. Ist aber M ¢ M, dann ist M geméfs Definition ein
Element von M. Man beachte insbesondere, dass hier die Menge aller Mengen mit einer
bestimmten Eigenschaft betrachtet wird.

Eine andere Art von Antinomie, kann man durch Aussage speziellen Typs erhalten.
Beispielsweise ist die Aussage

,lch liige mit diesem Satz*

absurd.

Nehmen wir an, dass die Aussage ,Ich liige mit diesem Satz* wahr ist, dann liigt er
gemaéls dieser Aussage. Liigt er hingegen, dann sagt er die Wahrheit. Derartige Paradoxa
kann man dadurch umschiffen, in dem man Aussagen verbietet, die auf sich selbst Bezug
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nehmen.

Weitere bekannte Antinomien sind

e Antinomie von BURALI-FORTI: Die Gesamtheit aller Ordinalzahlen ist keine Men-
ge.

e Antinomie von CANTOR: Die Gesamtheit aller Kardinalzahlen ist keine Menge.

Da wir erst weiter unten feststellen werden, was genau Kardinal- und Ordinalzahlen
sind ist eine exakte Deutung der oben aufgefiihrten Antinomien sinnlos. Hintergrund
dieser Antinomien ist, dass es Mengen geméaft der Definition von CANTOR gibt, die
einfach ,zu grofs sind und deshalb auf Widerspriiche fithren. Um diese Bredouille zu
iiberwinden bringt man einen neue Hauptfigur, die so genannten echten Klassen, ins
Spiel, verbannt diese allerdings dazu, nicht auf die Biihne zu kommen. D.h. man definiert
,Vielheiten“, die keine Mengen mehr sein konnen, einfach als echte Klassen.

2.2 Die axiomatische Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel

ERNST ZERMELO und spéter auch ABRAHAM ADOLF FRAENKEL haben in Schritten
ein Axiomensystem ZFC der Mengenlehre konstruiert, welches die im letzten Abschnitt
beschriebenen Antinomien vollstdndig ausschliefst. Die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
(kurz ZFC) ist das verbreitetste Axiomsystem und somit Grundlage fast aller mathe-
matischer Disziplinen. In folgender Auflistung der Axiome des ZFC sei die Konvention
getroffen, dass verschieden bezeichnete Variablennamen nicht gleich sind.

Existenz der leeren Menge Es gibt eine Menge (), die keine Elemente enthilt.

Extensionalitdtsaxiom Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen
Elemente haben.

Paarmengenaxiom Zu je zwei Mengen z,y existiert eine Menge z, die genau x und y
als Element hat.

Vereinigungsmengenaxiom Zu jeder Menge = existiert eine Menge y, deren Elemente
genau die Elemente der Elemente von x sind.

Potenzmengenaxiom Zu jeder Menge x existiert eine Menge y, die genau die Teilmen-
gen von x als Elemente besitzt.

Aussonderungsaxiom Zu jeder Eigenschaft ¢ und jeder Menge x gibt es eine Menge v,
die genau die Elemente von x enthéilt, auf die ¢ zutrifft.

Ersetzungsschema Das Bild einer Menge unter einer Funktion ¢ ist eine Menge.

Unendlichkeitsaxiom Es existiert eine Menge z, die die leere Menge () als Element
enthalt und die mit jedem ihrer Elemente y auch {y} als Element enthélt.

Fundierungsaxiom Jede nicht leere Menge x hat ein Element y, das mit = kein Element
gemeinsam hat.
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Auswahlaxiom Ist = eine Menge, deren Elemente nicht leer und paarweise disjunkt
sind, so existiert eine Menge y, die mit jedem Element von x genau ein Element
gemeinsam hat.

2.3 Ordnungen auf Mengen

,Machtigkeit“ oder ,Cardinalzahl“ von M nennen wir den Allgemeinbegriff,
welcher mit Hilfe unseres activen Denkvermogens dadurch aus der Menge M
hervorgeht, dass von der Beschaffenheit ihrer verschiedenen Elemente m und
der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahiert wird. — GEORG CANTORY

Der Begriff ,Ordnung” ist entscheidend bei dieser von CANTOR gegebenen Definition
einer allgemeinen Kardinalzahl, denn damit wollte er ausdriicken, dass die Kardinalzah-
len total geordnet werden kénnen. Um die Begrifflichkeiten und einige Zusammenhénge
zu klaren, werden wir deshalb etwas Ordnungstheorie studieren.

DEFINITION 2.1:

Eine (reflexive) Teilordnung (auch Halbordnung, partieller Ordnung oder Ordnungs-
relation) der Menge X ist eine bindre Relation R (d.h. eine Teilmenge) von X x X mit
den folgenden Eigenschaften:

(i) Esist (x,z) € R fir alle x € X, (Reflexivitét)
(ii) Aus (z,y) € Rund (y,z) € R folgt x =y, (Antisymmetrie)
(iii) Aus (z,y) € Rund (y,2) € R folgt (z,2) € R.  (Transitivitét)

Anstelle von (z,y) € R verwendet man die Inzifschreibweise # R y, wobei wir stets
das Symbol ,,<* fiir die Relation R verwenden werden. Das Paar (X, <) nennt man
halbgeordnete Menge. Das Symbol < y bedeutet x <y und x # y.

Die Forderungen (i), (ii) und (iii) sind anschauliche Bedingungen, die man an eine Re-
lation stellen wiirde, wenn es um Grofenvergleiche geht. Dabei ist es zunéchst durchaus
zugelassen, dass zwei Elemente aus X gar nicht miteinander verglichen werden kénnen,
d.h., dass weder x < y noch y < z gilt. Gilt entweder x < y oder y < x, so nennen wir
x und y vergleichbar und sonst unvergleichbar.

Eine halbgeordnete Menge X heift genau dann total geordnet oder linear geord-
net, wenn fiir alle Elemente z,y € X entweder die Bezichung = < y oder y < x gilt, d.h.,
wenn jedes Element aus X mit jedem anderen Element vergleichbar ist. Die Relation
< nennen wir dann auch Totalordnung. Es ist klar, dass dann fiir alle z,y € X der
Zusammenhang

r<y & z<yoderx=y

gilt. Eine halbgeordnete Menge (X, <) ist also genau dann total geordnet, wenn man
fiir alle Mengenelemente x,y € X entweder x < y oder y < x oder aber z = y
(Trichotomie) nachweisen kann. Man beachte, dass nur eine der drei Relationen er-
fiillt sein darf!
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BEISPIEL 2.2:
Es sei X eine Menge.

a) Sei P(X) die Potenzmenge von X mit der Inklusion ,,C* als Relation. Dann ist
(P(X), <) eine halbgeordnete Menge, die Inklusion bildet also eine Halbordnung
auf P(X).

b) Sei X := {1,2,3}, dann besteht die Potenzmenge P(X) aus insgesamt acht Tei-
lemgen, im Einzelnen sind das

0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.

Das Paar (P(X), C) ist keine Totalordnung, da z.B. {1} nicht mit der Teilmenge
{2, 3} verglichen werden kann, d.h. es gilt weder {1} C {2,3} noch {1} D {2, 3}.

c) Betrachten wir nun die Relation < auf der Menge Z definiert durch

r <y y—xeN.

Dann ist (Z, <) eine total geordnete Menge.

d) Eine der wohl wichtigsten Totalordnungen iiberhaupt ist (Np, <), wobei N =
{0,1,2,...} die Menge aller natiirlichen Zahlen inklusive der Null zusammen mit
der {iblichen Ordnung sein soll. Fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen n, m € Ny gilt
stets entweder n < m, m < n oder die Identitdt (Trichotomie). Offensichtlich gilt

0<l<2<3<...<n<n+1l<.... (ON1)

Ist z < yin (X, <), so nennen wir die Unterordnung der Menge {a € X|xz <a <y}
das Intervall [z, y] von = und y in X. Die Intervalle [z, 2| heifen trivial. Gilt fir x < y,
dass |[x,y]| = 2, d.h. folgt aus = < a < y, dass a = z oder a = y ist, so sagen wir, y
bedeckt x und notiere dies durch =z <, y.

DEFINITION 2.3:

Eine total geordnete Teilmenge X := {xq < x; < ... < x,} einer halbgeordnete Menge
(X, <) nennen wir Kette der Linge n. Man beachte, dass alle Elemente in der Kette
X verschieden sein miissen.

Soist z.B. {0, {1}, {1,2}, {1,2,3} } eine Kette der Lange 3 von P({1,2,3}). Ketten
der Lénge n sind bis auf Isomorphie eindeutig. Eine Kette K := {79 <¢ 71 <o ... <e¢ Tpn}
heifst nicht weiter unterteilbar oder maximal. Wir sagen, dass ein Element a € X eine
endliche Hohe in (X, <) besitzt, wenn die Léngen aller Ketten mit letztem Glied a nach
oben beschriankt sind. Die H6he h(a) eines Elements a € X ist die maximale Linge
einer Kette vom Nullelement 0 zu a.

Sind je zwei verschiedene Elemente aus A C X nicht vergleichbar, so nennen wir A
eine Antikette.
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3 Von Kardinalzahlen

3.1 Unendliche Mengen und Kardinalzahlen

Zwet Dinge sind unendlich: Das Universum und die menschliche Dummbheit.
Aber beim Universum bin ich mir nicht ganz sicher. — ALBERT EINSTEIN

Die Unendlichkeit ist in der modernen Mathematik allgegenwértig und inzwischen auch
unentbehrlich. Es verwundert also nicht, dass der Suchbegriff ,Infinity* z.B. auf Goo-
gle weit iiber 48 Millionen Ergebnisse liefert. Die Dezimaldarstellung der Zahl =, die
Differential- und Integralrechnung oder die projektive Geometrie wiren ohne die Un-
endlichkeit nicht denkbar. Erstaunlich ist allerdings, dass die ,Unendlichkeit” in der
Natur eigentlich nicht vorkommt. Den alten Griechen war deshalb wohl auch das Un-
endliche recht suspekt, deshalb verwendete wohl auch Euklid, in einem der beriihmtesten
mathematischen Sétze,

Die Primzahlen sind mehr als jede vorgegebene Menge von Primzahlen.

das Wort ,,unendlich® nicht. Heutzutage wiirde man schlichtweg schreiben, dass die Men-
ge aller Primzahlen unendlich viele Elemente enthélt.

Einer der fundamentalen Begriffe, die Cantor eingefiihrt hatte, war die der Mdchtigkeit
oder Kardinalzahl einer Menge M, welche die ,Grofse” einer Menge charakterisieren soll.
Fiir endliche Mengen M ist es naheliegend die Kardinalzahl schlichtweg als die Anzahl
der Elemente der Menge zu definieren, welche durch Abzéahlen bestimmt werden kann.

Doch wie grof sind Mengen mit unendlich vielen Elementen?

Eine konkrete Antwort auf diese Frage, kann niemand geben, doch man kann unendliche
Mengen miteinander vergleichen und so eine Vorstellung davon bekommen, wie grof die
Menge ist. Diesen Gedanken folgend gelangen wir zur

DEFINITION 3.1:

Zwei Mengen M und N haben die gleiche Kardinalzahl (oder die gleiche Mdchtigkeit
oder die gleiche Kardinalitit), wenn es eine bijektive Abbildung von M nach N gibt.
Man sagt auch: M und N sind gleich méchtig und schreibt Card(A) = Card(B) oder
|M| = |N|. Die Klasse aller zu M gleichméchtigen Mengen wird mit | M| bezeichnet und
heifst die zu M gehorige Kardinalzahl.

Diese Definition impliziert fiir endliche Mengen M und N, dass sie genau dann dieselbe
Kardinalzahl besitzen, wenn |M| = |N| gilt, d.h. wenn M und N gleich viele Elemente
enthalt.

DEFINITION 3.2:
Besteht eine Menge M aus n := |M| € N Elementen, so sagen wir auch, dass M eine

n-Menge ist.

Es ist also klar, dass eine n-Menge gerade die Kardinalzahl n besitzt.
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Untersucht man die natiirlichen Zahlen {1,2,3,...} so bekommt man einen ersten
Eindruck vom Unendlichen. Zu jeder natiirlichen Zahl n existiert eine noch grofsere
natiirliche Zahl n 4+ 1, d.h. die natiirlichen Zahlen finden kein Ende.

DEFINITION 3.3:

Eine Menge M heift abzahlbar, wenn die Menge der natiirlichen Zahlen zum Durch-
nummerieren der Elemente von M ausreicht. Ist eine Menge M nicht gleichméchtig zu
einer Teilmenge der natiirlichen Zahlen, so heiftt sie tiberabzahlbar.

Jede endliche Menge ist abzdhlbar und es gibt unendlich abzdhlbare Mengen, wie
z.B. N selbst. Uberabzihlbare Mengen besitzen jedoch stets unendlich viele Elemente.
Mit den eben eingefiihrten Begriffen werden wir uns in den néchsten Abschnitten dem
Unendlichen néhern und feststellen, dass es die Unendlichkeit nicht gibt — es gibt sehr
viele verschiedene Unendlichkeiten!

3.2 ,Gleichheit” bei Machtigkeiten

Zwei Mengen sind genau dann von gleicher Kardinalzahl, wenn wir jedem Element der
einen Menge genau ein Element der anderen Menge zuordnen kénnen, wobei die Zurod-
nung zwischen den Mengen eine bijektive Abbildung ibernimmt. Gilt |M| = | N, so ist
eine vollstdndige Paarbildung der Elemente von M und N moglich.

Veranschaulichung wir uns was eine bijektive Zuordnung zweier gleichméchtiger Men-
gen, an Hand eines Hotels und seiner Géste. Aus Griinden der Einfachheit besitzt unser
Hotel nur Einzelzimmer und es wird weiter angenommen, dass sich nur ein Gast in jedem
Zimmer aufhalt.

Betrachten wir zunédchst ein Hotel aus der Realwelt mit einer Menge an Gésten GG und

einer (endlichen) Menge an Zimmern Z. Das Hotel ist genau dann ausgebucht, wenn
jedes Zimmer z € Z mit genau einem Gast g € G belegt ist. Unser Hotel kann also
genau dann keinen Gast mehr aufnehmen, wenn alle Zimmer belegt sind.
In Hilberts Hotel, benannt nach nach dem grofsen Mathematiker DAVID HILBERT, wird
dagegen niemals ein Gast abgewiesen. Der wesentliche Unterschied zum gewhnlichen
Hotel ist, dass Hilberts Hotel (abzdhlbar) unendlich viele Zimmer {z;, 29, 23, . . .}, die mit
den natiirlichen Zahlen durchnummeriert sind, besitzt. In einer Nacht in der das Hotel
voll belegt ist, d.h. in jedem Zimmer z; logiert bereits ein Gast g; fiir i = 1,2, ..., trifft
eine weitere Person ein und fragt nach einem Zimmer. Die Rezeption teilt dem Gast
mit, dass bereits alle Zimmer belegt seien — dies sei aber kein Problem, denn er kénne
in kiirze das Zimmer z; beziehen. Damit dieses Zimmer frei wird bittet die Rezeption
den Gast g; aus z; einfach ins Zimmer 25 zu wechseln, entsprechend wird Gast g, aus
Zimmer zy aufgefordert ins Zimmer z3 umzuziehen usw. Da es unendliche viele Zimmer
in Hilberts Hotel gibt, bereitet der Umzug der Géste g; — z;41 fir i = 1,2,... (zumind.
theoretisch) keine Probleme.

Einige Minuten spéter trifft ein Reisebus mit (abzé&hlbar) unendlich vielen neuen Gés-
ten (und somit auch Sitzen) si, s, ... ein, dessen Insassen die Nacht in Hilberts Hotel
verbringen mochten. Der Empfangschef kann es auch in diesem Fall schaffen alle Géste
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unterzubringen, dazu bittet er alle Géste der Zimmer z; in das Zimmer z9; umzuziehen,
d.h. der Gast aus z; zieht ins Zimmer z,, der Gast aus z, ins Zimmer z4, usw. Damit
sind alle Zimmer mit ungeradem Index, also sémtliche Zimmer zo;_; fiir ¢« = 1,2, ... frei
geworden — dies sind abzéhlbar unendlich viele!

Im Gegensatz zu endlichen Mengen kann es also bei unendlichen Mengen M vorkom-
men, dass diese eine echte Teilmenge M’ C M besitzt, so dass eine Bijektion M' — M
existiert. Die Menge der natiirlichen Zahlen N besitzt bspw. unendlich viele gerade Zah-
len 2¢ fiir ¢ € N, d.h. die Abbildung ¢ — 2 ist eine Bijektion N — 2N. Damit ist auch
klar, warum in Hilberts Hotel —auch bei einer Vollbelegung— noch abzahlbar unend-
lich viele Géste untergebracht werden konnen. So definierte DEDEKIND eine unendliche
Menge wie folgt:

DEFINITION 3.4:

Eine Menge M ist genau dann unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung von M auf
eine echte Teilmenge M’ C M gibt. Eine Menge ist genau dann endlich, wenn sie nicht
unendlich ist.

Demnach ist eine Menge M genau dann endlich, wenn jede bijektive Abbildung von
M in sich selbst eine Abbildung auf M sein muss. Betrachten wir nun die Klasse aller
Mengen M, zusammen mit der Relation

M~ N & M ist von gleicher Méchtigkeit wie N.

Dann ist die binére Relation ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv, d.h. eine Aquiva-
lenzrelation.

Beweis. Offensichtlich gilt fiir jede Menge M die Beziehung M ~ M, wobei eine beliebige
Permutation der Menge M (z.B. die Identitéit) die Rolle der Bijektion {ibernehmen kann,
d.h. ~ ist reflexiv. Da die Umkehrfunktion einer Bijektion wieder bijektiv ist, ist die
Relation ~ offensichtlich symmetrisch. Seien M, N, O drei beliebige Mengen mit M ~ N
und N ~ O, dann existieren zwei Bijektionen ¢ : M — N und ¢ : N — O, so dass das
Komposituum ¢ : M — O den Nachweis der Transitivitdt von ~ erbringt. O

Die Aquivalenzrelation ~ erlaubt es uns nun M in Klassen der Art
[M]:= {NeM| M~ N}

zu partitionieren, d.h. in disjunkte Mengen aufzuteilen, wobei M als der Reprisentant
der Aquivalenzklasse [M] bezeichnet wird.

Alle n-Mengen mit n € N werden geméf der Relation ~ der Aquivalenzklasse [{1,...,n}]
zugeordnet, wobei {1, ..., n} ein natiirlicher Représentant derselben ist. Wir kénnen also
jeder Aquivalenzklasse einer endlichen Menge eine eineindeutige Zahl n € Ny zuordnen,
wobei die Zahl 0 gerade die leere Menge () darstellen soll.

DEFINITION 3.5:
Die Aquivalenzklasse [M] beziiglich der Relation ~ nennen wir die Kardinalzahl der

Menge M.
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Fiir endliche Mengen M erhélt man so die endlichen und entsprechend fiir unendliche
Mengen M die unendlichen Kardinalzahlen. Endliche Kardinalzahlen notieren wir durch
die natiirlichen Zahlen 0,1,2,...,n,n+1,..., wobei n als endliche Kardinalzahl gerade
angibt, wieviele Elemente die Menge enthélt. Bisher wissen wir iiber unendlichen Kar-
dinalzahlen noch relativ wenig; es sei jedoch festgehalten, dass wir mit den Symbolen
Np, Ny, Ny, ... die unendlichen Kardinalzahlen bezeichnen.

Im néchsten Abschnitt werden wir die kleinste unendliche Kardinalzahl ¥, besser
kennenlernen.

3.3 Abbzdhlbar unendliche Mengen

Kehren wir zuriick zu den abzéhlbar unendlichen Mengen: eine Menge M ist genau dann
abzéhlbar, wenn es eine bijektive Abbildung von der Menge der natiirlichen Zahlen nach
M gibt. Betrachten wir nun die Menge der ganzen Zahlen Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}
und iiberlegen uns, ob diese Menge abzahlbar ist:

Die Menge 7Z ist abzéhlbar, da wir Z in der Form

Z=A{0,1,-1,2,-2,3,-3,...} (1)
duchnummerieren kénnen. Der Nummerierung aus (1) folgend gelangt man zur Bijektion
Ny — Z definiert durch

—g falls k gerade
k=
1 sonst.

Nun zeigen wir, dass auch die Menge Q = {*| n € Z, m € N} aller rationalen Zahlen
abzéhlbar unendlich ist. Dazu zeigen wir zuerst, dass Q. die Menge aller positiven ra-
tionalen Zahlen abzéhlbar ist — ist dies erledigt, dann ist es evident (wie bei den ganzen
Zahlen) nachzuweisen, dass auch ganz Q abzihlbar ist. Ublicherweise verwendet man
das Diagonalargument von CANTOR, siehe néichste Abbildung, um nachzuweisen, dass
Q. tatsdchlich abzahlbar ist. Die sich daraus ergebenede Abbildung nennt man zu Ehren
CANTORs die |Cantorsche Paarungsfunktion.

Man beachte, dass (unendlich) viele Duplikate in Abbildung 1| auftauchen, so z.B. in
der Diagonalen %, %7 %, .... Ferner sind in jeder Zeile und in jeder Spalte unendlich viele
Elemente enthalten, deshalb kann man das Diagonalargument auch wie folgt interpre-

tieren:

Lemma 3.6: Jede Vereinigung von abzahlbar vielen abziahlbaren Mengen Mj, ist wieder
abzéhlbar.

Beweis. Man setze My, := {ag1, agz, axs, . . .} und identifiziere die k-te Zeile in Abbildung
mit der Menge Mj. Dann kénnen wir die Vereinigung in der Form

o
UMk = {an,a21,a12,a13,a22,a31,...}
k=1

10
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Abb. 1: Links, das Diagonalargument von Cantor und rechts ein bindrer Baum B mit
unendlich vielen Knoten.

schreiben, also abzéhlen. O

Eine zum Vergleich mit dem Diagonalargument von Cantor elegantere Methode, alle
rationalen Zahlen abzuzéhlen, ist in Abbildung [I] rechts skizziert. Die Idee wurde erst
im Jahr 1999 von N. CALKIN und H. WILF entdeckt (siche z.B. [3]). Hier wird anstelle
einer ,unendlichen Matrix“ ein bindrer Baum B, mit Wurzel 1 = % und unendliche vielen
Knoten fiir die Aufzdhlung verwendet. Ein Knoten von B soll einen Bruch enthalten
und mit diesem Wert identifiziert werden — das dies legitim ist, werden wir im néchsten
Lemma zeigen. Die S6hne von B ergeben sich rekursiv aus dessen Vaterknoten durch

N\

i+j

i+
J
wobei Jﬁ ein Vaterknoten des Bindrbaumes B und ﬁ der linke bzw. % der rechte Sohn
desselben ist. Liest man die Werte des Baumes Zeile fiir Zeile, wobei wir in der Wurzel

beginnen, und von links nach rechts, so ergibt sich daraus eine eindeutig bestimmte Folge
(@n)nen. Die ersten Folgenglieder von (a,,) sind

112132314

172717372’37174°3

Der Baum B besitzt ganz aufkerordentliche Eigenschaften:

Lemma 3.7: Es sei B der vollstdandige und unendliche Bindrbaum mit Wurzel %, dessen
Knoten sich rekursiv aus (2) ergeben. Dann besitzt B dei folgenden Eigenschaften:

(i) Alle Briiche (d.h. alle Knoten) in B sind reduziert, d.h. wenn § auftritt, dann sind
7 und 7 teilerfremd.

(ii) Jeder positive reduzierte Bruch 31 > 0 tritt genau einmal im Baum auf.

11
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(iii) Jeder reduzierte Bruch tritt genau einmal auf.

(iv) Der Nenner des n-ten Bruches aus (a,,) entspricht dem Zéhler des (n + 1)-sten.

Beweis. Ad (i): Aus der Elementaren Zahlentheorie ist bekannt, dass aus gg7'(7,7) = 1
folgt g9T'(i + 7,7) = g9T'(i,7 + 7) = 1. Damit ist aufgrund der Definition des Baumes B
und (2) bereits alles bewiesen.

Ad (ii): Es sind 4, j natiirliche Zahlen, d.h. es gilt fiir die Summe i + j > 2, wobei
die Identitdt ¢ = 5 genau an der Wurzel eintritt. Fiir alle anderen Briiche ? mit i # j
steht die Summe stellvertretend fiir genau zwei Knoten des Baumes B, da die Addition
kommutativ ist. Mit Hilfe der Ungleichung ¢ > j bzw. ¢ < 7 konnen wir diese beiden
Félle jedoch auseinander halten. Es ist also hinreichend nachzuweisen, dass die durch

samtliche Summen ¢ + j induzierten Briiche ¢ tatséchlich in dem Baum B enthalten
sind. Das zeigen wir durch Induktion nach der Summe 7 + j.

Der Induktionsanfang ist klar, da 1 + 1 = 2 genau fiir die Wurzel % auftritt. Es gelte
nun die erweiterte Induktionsvoraussetzung fiir natiirliche »r — 1, s — 1 > 2. Wir miissen
nachweisen, dass beide Knoten - mit r < s und 7 > s im Baum B enthalten sind. Ist
r < s, dann liegt aufgrund der erweiterten Induktionsvoraussetzung -~ im Baum B.
Der Knoten = enthilt nach (2) den linken Sohn —" — = . Ananlog folgt fiir den Fall
r > s, dass der Knoten ~—* im Baum B enthalten sein muss und dieser Knoten enthélt
% als rechten Sohn. Wir haben also den Induktionsschritt bewiesen und somit folgt

die Behauptung.

Ad (iii): Wenn © ofter als einmal auftreten wiirde, dann wéren Zahler und Nenner
verschieden, d.h. es wiirde r # s gelten, da jeder Knoten im Baum B (aufser der Wurzel)
die Form

i
° m<0 oder

° ﬁ >0
besitzt. Wir diirfen also 0.B.d.A. r < s oder r > s voraussetzen, doch dann koénnen
wir das Induktionsargument aus (ii) anwenden. Widerspruch, d.h. es gibt nur jeweils ein
Knoten % im Baum B.

Ad (iv): Die Briiche des linken ,dufersten Astes” von B besitzen im Zahler stets eine 1,
da sich diese durch (2) als linker Sohn aus der Wurzel bestimmen. Entsprechend sind die
Nenner des rechten ,dufsersten Astes” von B ebenfalls mit einer 1 belegt. Der Anschluss
bei einem Zeilenwechsel ist also gewahrt.

Es sei nun % ein innerer Knoten und % dessen rechts daneben liegender Knoten (also
das darauffolgende Folgenglied). Wir beweisen mit Hilfe der Induktion nach i+ j, wobei
der Induktionsanfang wegen dem bereits Gesagtem zu (iv) klar ist. Es gelte nun die

erweiterte Induktionsvoraussetzung fiir alle Briiche % mit i <r—1und 57 < s — 1.

12
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r r’

Wir miissen nun zeigen, dass % und dessen dirkten Nachfolger % in der Folge (a,) die

r—Ss

Behauptung erfiillen. Der Knoten mit Bruch % ist der rechte Sohn von “—* und Z—: der

linke Sohn von —*—. Gemif Induktionsannahme ist der Nenner von = identisch mit

dem Zahler von T,TT/S,, d.h. es gilt 7 = s, was zu zeigen war. Der Induktionsschritt ist
also bewiesen und es folgt die Behauptung. O]

Es sei nun (b,)nen eine Folge, definiert durch die Zahler der Folge (a,)nen, d.h. die
ersten Folgenglieder von (b,,) sind

1,1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2, ... .

Es gilt also a, = bbzl fiir alle n € N, aufgrund von Lemma (iv). Eine nattirliche

Frage ist, ob man die Folge (b,,) (und damit auch (a,)) deuten kann?

. L o : b b
Da wir uns in einem Bindrbaum B befinden, sind ag, 1 = % und ag, 1o = ﬁ
n n

die So6hne des Knotens a,, = bfﬁ Um dies nachvollziehen zu kénnen betrachte man die
Binérdarstellung der Indizes von (a,) und deute die Multiplikation mit 2 im Binarsys-
tem als einen ,Verschiebung nach links“ (Shift). Mit Hilfe von (2) erhalten wir also die

Identitaten
bn = b2n+1 und bn+1 = b2n+2 - bn (3)

Da wir die ersten Werte der Folge (b,,) bereits kennen ist damit die Folge eindeutig durch
eine Rekursionvorschrift bestimmt.

DEFINITION 3.8:

Eine Hyperbinardarstellung einer natiirlichen Zahl n ist eine Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen, wobei jede Potenz 2° mit i € Ny in dieser Darstellung hochstens
zweimal verwendet werden darf. Sei weiter h(n) die Anzahl der moglichen Hyperbinér-
darstellungen der Zahl n.

Das eine Hyperbinardarstellung einer natiirlichen Zahl existiert ist klar, denn die Bi-
nardarstellung ist offensichtlich ein Spezialfall der Hyperbindrdarstellung. Man kann
zeigen, dass h(n) gerade den Rekursionsvorschriften aus (3) geniigt es also h(n) = b, fur
alle n € N gilt.

3.4 Uberabzihlbare Mengen

In diesem Abschnitt studieren wir die Menge der reellen Zahlen R und weisen nach, dass
diese unendliche Menge nicht abzdhlbar und damit nicht gleichméchtig zu N ist. Gemaéfs
Definition nennen wir solche Mengen iiberabzahlbar.

Satz 3.9: Die Menge der reellen Zahlen R ist nicht abzéhlbar.
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Beweis. Natiirlich ist jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge selbst abzahlbar. Wenn
wir also eine Teilmenge von R finden, die nicht abzéhlbar ist, dann ist auch R a fortiori
nicht abzéhlbar. Wir betrachten das linksoffene Intervall |0, 1] C R aller positiven reellen
Zahlen 0 < r < 1 und zeigen durch Widerspruch, dass |0, 1] nicht abzdhlbar ist. Wir
nehmen also an, dass |0, 1] abzéhlbar ist, d.h., es existiert eine Auflistung {ry,rs,r3,...}
aller Elemente von ]0, 1]. Wir schreiben nun r,, als die eindeutige nichtendende Dezimal-
entwicklung, d.h.

Tn = 0, Ap1Ap2Qns . ..

mit a,; € {0,1,2,...,9} fir alle n und 7 besitzt keine unendliche Folge von Nullen am
Ende der Folge. So ist z.B. die Zahl 1 identisch mit der Dezimalentwicklung 0,9999.. .,
denn es gilt lim,, (1 — %n) = 1. Daran sieht man im iibrigen, dass die Dezimalbru-
chentwicklung nicht eindeutig ist! Betrachten wir nun das unendliche Schema

r = 0, ai1a12a13 ... A1y - - -
o = O, a91a922023 . ..0A22y - . .

s = O, a31a320d33 ...03y .. .

n =0, 01002033 - - - Gppy - - -

Fiir jeden Index n wéhlen wir b, € {1,2,...,9} verschieden von a,,. Dann ist
O<b2:0,b1b2b3...bn... S 1

eine reelle Zahl der Menge |0, 1]. Geméf Annahme existiert daher ein Index k£ mit b =
re, was allerdings nicht sein kann, da sich die Ziffer b, von der k-ter Ziffer ag, geméfs
Definition von b, unterscheidet. Widerspruch 4. O

Wir haben eben nachgewiesen, dass das Intervall |0, 1] € R und damit auch R selbst
nicht abzahlbar ist. Die Idee des gezeigten Beweises stammt von CANTOR und wird auch
zweites Diagonalargument (von CANTOR) genannt. Erstaunlich ist vor allem, dass man
obiges Argument ebenso auf ein beliebig kleines nicht leeres Intervall mit unterschiedli-
chen Grenzen angewendet werden kann.

Ferner besitzen die Intervalle Ja, b, ]a,b], [a,b] bzw. [a,b] mit a,b € R;a < b allesamt
dieselbe Méchtigkeit ¢ := |R|, welche auch als Kontinuum bezeichnet wird. Zunéchst
zeigen wir, dass das offene Intervall |0, 1] bijektiv auf R abgebildet werden kann.

Lemma 3.10: Das halboffene Intervall [0, 1[ der reellen Zahlen besitzt dieselbe Kardi-
nalzahl wie das geschlossene Intervall [0, 1].

Beweis. Ziel ist es eine bijektive Abbildung [0,1] — [0, 1] anzugeben und damit zu
zeigen, dass beide Mengen dieselbe Méchtigkeit besitzen. Man betrachte die abzahlbar
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Abb. 2: Bijektive Funktion zwischem offenen Intervall und dem Kontinuum

unendliche Teilmenge M := {+| n € N} C [0,1]. Wir verschieden 1 auf das zweite

1
Element %, entsprechend verschieben wir 1 auf % und so fort. Dadurch bilden wir die

2
Mengen {+| n € N} und {2| n € N\ {1}} bijektiv aufeinander ab (siche auch Abschnitt
3.2 Hotel von Hilbert). Die restlichen Werte [0, 1]\ M halten wir fest. Insgesamt erhalten

wir dadurch eine bijektive Abbildung [0, 1] — [0, 1], wie verlangt. ]

Ganz analog lésst sich zeigen, dass es fiir die Kardinalzahl eines Intervalls mit festen
Grenzen a,b € R und a < b keine Rolle spielt, ob dieses geschlossen, offen oder halboffen
ist. Man kann stets dazu eine unendlich abzéhlbare Teilmenge finden und die Elemente
dieser ,bijektiv verschieben“. Verschieben wir Intervalle innerhalb von R bzw. des Kon-
tinuums, so wirkt sich diese invariant gegeniiber der Méchtigkeit des Intervalls aus, da
die Translation eine bijektive Abbildung ist.

Betrachten wir nun Intervalle der Art | — a, a mit positivem a € R (d.h. a > 0) sowie
die Abbildung f :] — a,a[— R definiert durch

Z
T +—

a— |z

Die Funktion f ist bijektiv und in Abb. [2| skizziert. Am einfachsten zeigt man die Bijek-
tivitdt von f durch Angabe einer Umkehrfunktion, fiir positives 0 < x < a ergibt sich
z.B.

X
Y=
a—x
& zr=yla—1) & T4 yr =vya
ay
& z-(y+1)=ya &S = .
+1)=y Ty

Das Intervall | — a, a] besitzt also dieselbe Méachtigkeit, wie das Kontinuum R.
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Betrachten wir nun einseitig unbeschréankte Intervalle I, wie z.B. [0,00[C R. Zu [
kénnen wir stets ein beschrianktes Intervall J C [ finden mit |J| < |I|. So ist z.B. [0, 1]
ein beschrianktes Teilintervall von [0, co[. Wie wir wissen ist ein beschrinktes Intervall
mit mehr als einem Punkt gleichméchtig zu R, d.h. es muss auch |J| = |¢| gelten. Damit
haben wir gezeigt:

Lemma 3.11: Jedes echte Intervall I in R besitzt dieselbe Kardinalzahl wie R, d.h. es
gilt |I]| = c.

Der néchste Satz ist ein erstaunliches Ergebnis, welches der intuitiven Vorstellung der
Dimension zu widersprechen scheint. Es besagt, dass die reelle zweidimensionale Ebene
R? bijektiv auf die eindimensionale Gerade R abgebildet werden kann. Der Beweis dieses
Satzes ist genial und einfach zugleich.

Satz 3.12: Die Menge R? aller geordneter Paare von reellen Zahlen (die reelle Ebene)
hat dieselbe Grofe wie R.

Beweis. Es ist hinreichend zu zeigen, dass die Menge aller reellen Zahlenpaare {(z,y)| 0 <
x,y < 1} bijektiv auf das Intervall |0, 1] abgebildet werden kann. Sei nun (a,b) ein be-
liebiges Intervall und betrachten wir sodann deren unendliche und daher eindeutige
Deziamldarstellung. Exemplarisch seien

a = 0,50531065006 . . .
b = 0,000350654054 . .. .

Man beachte, dass keine der beiden Nachkomma-Zahlenfolgen unendlich viele Nullen be-
sitzt, da Zahlen wie z.B. 0,5000. .. als 0,4999999 . . . —eben in der unendlichen Dezimaldarstellung—
notiert werden.

Die Ziffern von a und b zerlegen wir, wie folgt beschrieben, in Sequenzen:
Durchlaufe die Folge der Nachkommaziffern beginnend von links nach rechts und fiige
dabei die aktuelle Ziffer einer Sequenz hinzu, bis wir auf eine Ziffer ungleich Null sto-
fen. Die letzte Ziffer einer solchen Sequenz ist also stets eine Zahl ungleich Null und
damit kénnen Nullen nur zu Beginn einer Sequenz stehen. Im Anschluss entferne die
eben gebildete Sequenz aus der Ausgangsfolge und beginnen von vorne. Durch Iteration
dieses Vorgangs zerlegen wir die beide Zahlen a, b in unendlich viele endliche Sequenzen

Sl(a), SQ(CL), ... bzw. Sl<b), Sg(b), e
Exemplarisch zerlegen wir die reellen Zahlen a und b:

Sequenzen vona: 5 05 3 1 06 5 006...
Sequenzen von b: 0003 5 06 5 4 05 4...

Als néchstes ordnen wir dem Paar reeller Zahlen (z,y) eine neue reelle Zahl ¢ €]0, 1] zu,
indem wir die Sequenzen der beiden Zahlen x und y wie folgt anordnen:

Z = 0, Sl(a)Sg(b)SQ<CL>SQ<b) .
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Da die Folgen der Nachkommaziffern von x und y keine unendliche Teilfolge von Nullen
enthélt, ist auch z eine unendliche Dezimalentwicklung fiir eine reelle Zahl des Intervalls
10, 1].Fiir unser Beispiel erhalten wir

0, 50003055306150645050064 . . .

und diese Zahl liegt offensichtlich im Intervall |0, 1]. Umgekehrt kénnen wir aus der
Entwicklung von z sofort die beiden Ausgangszahlen x und y auslesen, d.h. wir haben
eine bijektive Abbildung gefunden. O]

Eine einfache und dennoch wichtige Folgerung aus dem letzten Satz ist, dass durch
bijektive Abbildungen im Allgemeinen die Dimension nicht erhalten bleibt. Die Bijektion
R? — C bestimmt durch (z,y) — x+iy zeigt, dass damit auch die Michtigkeit der Menge
der komplexen Zahlen bestimmt ist, denn es gilt offensichtlich

Rl = |R*| = |C] =.

Mittels vollstdndiger Induktion kann man nachweisen, dass |R| = [R"| fiir ein beliebi-
ges natiirliches n gilt.

3.5 ,,GroBer” und ,Kleiner" bei Machtigkeiten

In Abschnitt haben wir nachgewiesen, dass die Mengen N, Z und Q allesamt gleich-
méchtig sind, d.h. dieselbe Kardinalzahl besitzen und somit alle drei Mengen abzahlbar
unendlich viele Elemente enthalten. Da Menschen in der Realwelt keinen Umgang mit
der Unendlichkeit pflegen, scheint es skurril, dass die Mengen Q und N im Sinne der De-
finiton gleich grof sind, d.h. in derselben Aquivalenzklasse liegen und damit dieselbe
Kardinalzahl besitzen.

Die Kardinalzahl von abzéhlbar unendlichen Mengen notieren wir mit Ry := |N|, wo-
bei N der erste Buchstabe des Hebraischen Alphabets ist. Wir werden im Laufe dieses
Abschnitts zeigen, dass N die ,kleinste Form der Unendlichkeit darstellt. Dazu miissen
wir jedoch zunéchst charakterisieren, wann eine Kardinalzahl einer Menge ,kleiner ist
als eine andere.

Wir betrachten zunéchst den endlichen Fall: es seien also zwei endliche Mengen M =
{my,...,ms} und N = {ny,...,m;} gegeben. Wir sagen, dass eine endliche Menge M
echt kleiner ist als eine endliche Menge N, wenn s < t gilt, d.h. wenn M echt weniger
Elemente als NV besitzt. Diese Definition ist intuitiv klar, doch wie verhalt es sich wieder
bei unendlichen Mengen?

Es liegt nahe, es auch hier mit Abbildungen zu versuchen. Kehren wir dazu noch ein-
mal gedanklich zu Hilberts Hotel zuriick: Es seien also die Mengen G der Géste und
die Menge Z der Zimmer gegeben (ob endlich oder unendlich). Damit wir die einzelnen
Elemente der Menge miteinander vergleichen kénnen, darf héchstens ein Gast pro Hotel-
zimmer logieren. In die Sprache der Abbildungen iibersetzt bedeutet das die Injektivitat
der korrespondierende Abbildung f : G — Z. D.h. wenn f(g;) = f(g;) gilt, dann muss
gi = g; also i = j gelten. Nehmen wir nun an, dass die Gésteanzahl (z.B. im endlichen
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Fall) |G| echt kleiner ist als die Anzahl der Zimmer |Z|, dann kann die Abbildung f
niemals surjektiv sein.

Die eben betrachtete Veranschaulichung motiviert die

DEFINITION 3.13:

Seien M und N Mengen. Wir sagen, dass | M| kleiner oder gleich |N| ist, und schreiben
|M| < |NJ|, falls es eine injektive Abbildung von M nach N gibt. Wir sagen, dass | M|
kleiner als | N| ist und schreiben |M| < |N|, wenn es eine injektive, aber keine surjektive
Abbildung von M nach N gibt.

Mit Hilfe dieser Definition und der Defnition [3.1]wird eine Totalordnung auf der Klasse
aller Kardinalzahlen erklart. Wir ziehen das Hauptergebniss dieses Abschnitts vor:

Satz 3.14 (Totalordnung der Kardinalzahlen):
Seien |M|, |N|, |O| Kardinalzahlen, dann gilt:

(i) Wenn |M| < |N| und |N| < |M]| gilt, dann folgt |M| = |N|. (Antisymmetrie)
(ii) Wenn |M| < |[N| und |N| < |O] gilt, dann folgt |M| < |O]. (Transitivitét)
(iii) V|M|,|N]| gilt |M| < |N| oder |N| > |M]|. (Totalitét)

Die Transitivitat ist klar — man betrachte das Komposituum der beiden injektiven
Funktionen, die geméf der Definition der Relation existieren miissen, und beachte da-
bei, dass es gleichzeitig keine entsprechenden Surjektionen geben kann. Die Aussage (iii)
wird in der Literatur oft auch Vergleichbarkeitssatz von Mengen genannt und beantwor-
tet die Frage positiv, ob je zwei beliebige Mengen in ihrer Machtigkeit vergleichbar sind.
Der erste strenge Beweis des Vergleichbarkeitssatzes geht auf ZERMELO zuriick. Dem
Vergleichbarkeitssatz und dessen Beweis ist z.B. in [I] ein ganzer Unterabschnitt — im
Rahmen einer Einfiihrung in das Thema — gewidment.

Wir zeigen nun, dass die Antisymmetrie also Aussage (i) der Totalordnung erfiillt ist.

Satz 3.15 (von SCHRODER & BERNSTEIN): Wenn jede von zwei Mengen M und N

injektiv in die jeweils andere abgebildet werden kann, dann existiert eine Bijektion von
M nach N, d.h., es gilt |[M| = |N]|.

Beweis. O.B.d.A. darf man annehmen, dass M und N disjunkt sind. Ansonsten ersetzt
man N durch eine disjunkte gleichméachtige Menge. Seien f : M — N und g: N — M
zwei injektive Funktionen, die es geméf Voraussetzung geben muss. Sei weiter my € M
ein beliebigem Element.
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Mit Hilfe dieser beiden Abbildungen und dem ,Startelement” mg bilden wir eine Folge
F' [siehe (3)], bestehend aus alternierenden Bildern von f und g. Dies ist moglich, da
die Quelle von g gleich dem Ziel von f entspricht. Wir bilden also zunédchst f(mg), dann
g(f(mg)) = (go f)(mg), dann f(g(f(mg))) = (f o go f)(mg) und setzen diesen Prozess
solange wie moglich fort.

Dabei kénnen verschiedene Fille auftreten:

1. Die beschriebenen Iteration wiederholt sich, da wir wieder auf mgq stofsen, d.h. die
Folge ist zyklisch.

mo N mq ce my ——— Ny

2. Die Iteration bricht nicht ab, d.h. die Folge enthélt unendlich viele verschiedene
Elemente.

mofnogmlf

Man beachte, dass die Abbildung f und ¢ injektiv sind, deshalb muss das erste mogliche
,Duplikat in der Folge mg sein.

Tritt der zweite Fall ein, so bilden wir eine weitere Folge F”, diesmal mit den Um-
kehrfunktionen von f und g. Wir starten wieder mit dem gewéhlten Element m, und
bilden dieses mit ¢! ab, sofern mg im Bild von g liegt. Ist g7 (myg) erklirt und liegt im
Bild von f, dann bilden wir f~!(g7'(mg)) = (f "' og~!)(myg) — diesen Prozess fithren wir
solange fort, wie es moglich ist.

-1 -1 -1
m0?—>n_1{—>m_1?—>... (5)

Bilden wir fiir den zweiten Fall die zusammengesetzte Folge F'F, so konnen wir diesen
Fall weiter aufgliedern in:

a) F und F’ besitzen unendlich viele unterschiedliche Glieder; die Verbindung F'F
kann man sich also wie folgt vorstellen.

b) Die Folge F’ bricht ab, da ein Element m von M nicht im Bild von g liegt. Dann
Nummerieren wir die Folge derart um, dass m gleich mq ist und alle anderen
Folgenglieder entsprechend der Skizze indiziert sind:

mofnggmlfnlg

c) Die Folge F’ bricht ab, da ein Element n von N nicht im Bild von f liegt. Dann
Nummerieren wir die Folge derart um, dass n gleich ng ist und alle anderen Fol-
genglieder entsprechend der Skizze indiziert sind:

g g mo ! nq J ma !
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Da diese Fallunterscheidung vollstandig ist, wird die Vereinigungsmenge M U N in vier
verschiedene Folgen zerlegt. Da die Abbildungen f, g injektiv sind ist auch m; — n;
injektiv und da die kompleete Vereinigungsmenge M UN in vier verschiedene Teilmengen
zerlegt wird, muss m; — n; auch surjektiv sein und damit bijektiv. O]

Der eben bewiesenen Satz von SCHRODER & BERNSTEIN ist iiberaus méchtig und
gewinnbringend. Méchte man z.B. nachweisen, dass die Intervalle [0, 1] und [0, 1] gleich-
machtig sind, so miissen wir lediglich zwei Injektionen angeben und der Rest iibernimmt
der Satz. Eine Injektion ist offensichtlich, da [0, 1[C [0, 1] gilt — die Injektion [0, 1[— [0, 1]
definiert durch = — . Die zweite Injektion ist gegeben durch [0,1] — [0, 1] bestimmt

durch z — 5

3.6 Unendliche Machtigkeiten

Inzwischen kennen wir also die Ordnungsstruktur der Kardinalzahlen und die kleinste
Kardinalzahl R; einer unendlich grofsen Menge. Kommt noch etwas nach N, d.h. gibt es
eine Kardinalzahl die echt grofer ist als Ry?

Aus Abschnitt wissen wir bereits, dass liberabzdhlbare Mengen echt méchtiger
sind als |[N| = Vg, der folgende Satz zeigt sogar, dass es beliebig grofe Kardinalzahlen
und damit unendlich viele Unendlichkeiten gibt.

Satz 3.16 (von CANTOR): Fiir jede nicht leere Menge M gilt | M| < |P(M)].

Beweis. Wir beweise durch Widerspruch und nehmen dazu an, dass es eine bijektive
Abbildung f : M — P(M) gibt. Mit m € M ist f(m) eine Teilmenge von M, welche m
enthélt oder aber auch nicht. Wir betrachten nun die Menge

U:={meM| m¢fim)},

die offensichtlich eine Teilmenge von M ist. Da die Abbildung f als bijektiv angenommen
wird, muss es ein Element v € M geben mit f(u) = U. Sodann sind zwei Fille moglich:

1. Fall Ist u € U, dann erfiillt v die definierende Eigenschaft der Menge U, d.h. es gilt
u ¢ f(u) = U, was im Widerspruch zu u € U steht. Dieser Fall kann also nicht
eintreten.

2. Fall Gilt dagegen u ¢ U, dann ist u ¢ f(u) = U, dh. v € U, was wieder einen
Widerspruch erzeugt.

Da alle méglichen Félle zu Widerspriichen fiihren, kann es keine bijektive Abbildung von
M nach P(M) geben. O

Wie bereits angesprochen impliziert dieser Satz, dass es unendlich viele unendliche
Kardinalzahlen gibt, denn es gilt:

Ny = |N0| <Ny = |P<N0)| <Ny = |P(P<N0))’ <...
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Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen einfachen Lemmata iiber unendliche Men-
gen.

Lemma 3.17: Seien M und N Mengen gleicher Méachtigkeit, dann gilt: Ist M unendlich,
so auch N.

Beweis. Da die Menge M unendlich ist, existiert eine Bijektion f : M — M’ in eine
echte Teilmenge M’ C M. Da ferner M und N gleichméchtig sind, existiert eine Bijektion
g: M — N. Das Komposituum

h:gofog':N—N,

ist injektiv, da ¢7!, f und ¢ injektiv sind. Allerdings ist h nicht surjektiv, da fiir z €
M \ M’ das Bild g(z) nicht im Bild von h liegt. Betrachten wir also die Funktion
h': N — Bild(h), dann haben wir eine bijektive Funktion von N in eine echte Teilmenge
Bild(h) € N gefunden. O

Das eine Bijektion die Unendlichkeit einer Menge erhélt, ist nicht sehr iiberraschend.
Das néchste Lemma zeigt die Ubertragung einer unendlichen Menge auf jede Obermenge.

Lemma 3.18: Seien M und N Mengen mit M C N, dann gilt: Ist M unendlich, so
auch N.

Beweis. Da die Menge M unendlich ist, existiert eine Bijektion f : M — M’ in eine
echte Teilmenge M’ C M. Sei dann die Funktion g : N — N definiert durch

x fire e N\ M
T — :
flz) firzeM

Die Funktion g ist injektiv, da sie sich aus injektiven Funktionen zusammensetzt. Da
Bild(f) = M" C M gilt, trifft die Funktion g kein Element aus M \ M’ — die Funktion
g ist also nicht surjektiv. Betrachten wir ¢’ : N — Bild(g), so haben wir eine bijektive
Funktion in eine echte Teilmenge von N gefunden. O

Folgerung 3.19: Seien M und N Mengen mit |M| < |N|, dann gilt: Ist M unendlich,
so auch V.

Beweis. Da |[M| < |N| existiert in jedem Fall eine injektive Funktion f : M — N. Sei
N’ := Bild(f), dann besitzt N’ dieselbe Kardinalzahl wie M, da die Restriktion von f auf
das Bild bijektiv ist. Da N’ C N gilt, folgt mit dem letzten Lemma die Behauptung. [

Entfernt man endlich viele Elemente aus einer unendlichen Menge, dann ist die sich
daraus ergebende Menge immer noch unendlich. Der folgende Satz beinhaltet sehr ge-
winnbringende Argumente, welche u.a. in der Analysis, der Topologie oder der Wahr-
scheinlichkeitstheorie Anwendung finden.
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Satz 3.20:

(i) Seien M eine unendliche Menge, x € M und N := M \ {z}. Dann ist auch N
unendlich.

(ii) Seien M eine endliche Menge und x ein beliebiges Objekt. Dann ist auch N :=
M U {z} endlich.

Beweis. Ad (i): Da die Menge M unendlich ist, existiert eine Bijektion f: M — M’ in
eine echte Teilmenge M’ C M. Sei y € M \ M’ # (). Beschrinken wir den Definitionsbe-
reich der Abbildung f auf M \ {y}, so erhalten wir die injektive Restriktion

Sy : M\ Ay} — M\ F(w)},
wobei f(y) # y gilt, da Bild(f) = M’ gilt. Also ist

g: M\ {y} — M"\{f(y),b}

ebenfalls injektiv und somit existiert eine bijektive Funktion in eine Teilmenge von
M \ {y}. Da offensichtlich |M \ {y}| = |M \ {z}]| gilt, folgt die Behauptung.

Ad (ii): Angenommen die Behauptung stimmt nicht, d.h. N ist unendlich und = ¢ M.
Nach (i) ist dann auch N\ {z} = M unendlich, was im Widerspruch zur Voraussetzung
steht. O

Wendet man (ii) des letzten Satzes iterativ an, so folgt unmittelbar, dass MU{xy, ..., x4}
(mit k£ € N) endlich ist, falls M endlich ist. Entsprechend folgt aus (i) durch iterative
Anwendung, dass man endlich viele Elemente aus einer unendlichen Menge entfernen
kann, so dass die Ergebnismenge immer noch unendlich ist.

4 \VVon Ordinalzahlen

Im ersten Teilabschnitt werden wir die aus der Zahlentheorie wohlbekannte Menge der
natiirlichen Zahlen Ny = {0,1,2,...} mengentheoretisch fundieren, d.h. nur mit Hilfe
der Axiome ZFC entwickeln, und diese dariiber hinaus auf ihre Ordnung hin studieren.

4.1 Natiirlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen bilden die Grundlage unseres gesamten Zahlsystems; so kénnen
die rationalen aus den natiirlichen Zahlen, die reelen aus den rationalen Zahlen und
schlieflich die komplexen aus den reellen Zahlen entwickelt werden. Grundlage all dieser
Zahlsysteme ist ein simple und dennoch geniale Idee von GEORG CANTOR, den natiirli-
chen Zahlprozess des ,Eins hinzufiigen, um einen Limesschritt bis iiber die abzahlbare
Unendlichkeit hinaus, zu erweitern. Der Satz zeigt, dass dies moglich ist!

In die Sprache der Mengenlehre iibersetzt bedeutet ,Eins hinzufiigen“, die gegebene
Menge um ein weiteres Element ergénzen.
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DEFINITION 4.1:

Ein Nachfolger z* von z sei definiert durch % := {x, {z}} = U {x}, d.h. als diejnige
Menge, die sich selbst und die Menge von sich selbst enthélt. Eine Menge M heifst
Nachfolgermenge, wenn die beiden Eigenschaften

(i) 0 ist ein Element von M,

(i) ze M = ateM.

Eine Nachfolgermenge enthélt also stets die leere Menge () und mit jedem Element
x auch dessen Nachfolger z". Das impliziert, dass eine Nachfolgermenge mindestens
(abzéhlbar) unedlich viele Elemente enthélt. Dass eine derartige Menge tatséchlich kon-
struiert werden kann, ist aufgrund des Unendlichkeitsaxiom und der Forderung nach der
Existenz der leeren Menge des Axiomsystems ZFC (siehe Teilabschnitt klar.

Als néchstes werden wir eine bedeutende Nachfolgermenge konstruieren, die wir na-
tiirlichen Zahlen nennen und mit w bezeichnen. Uns allen ist wohl die zahlentheore-
tische Version der natiirlichen Zahlen Ny = {0,1,2,3,...} bekannt — bei der folgenden
Konstruktion von w geht es nun darum die natiirlichen Zahlen einzig mit Hilfe von
mengentheoretischen Grundlagen (d.h. den ZFC-Axiomen) zu erkldren und damit zu
fundieren.

Dazu setzen wir induktiv
0:=0, 1:=0", 2:=1%, 3:=27,
woraus wir folgende Schliisse ziehen kdnnen:

=1=0"=0U{0} = {0} = {0}

=2=1"=1U{1} ={0}u{1} ={0,1}

= 3=2"=20{2} ={0,1} U {2} ={0,1,2}
=n=mnm-1)"=mn-1)U{n-1}={0,1,...,n—1}

Es gilt also

0, 1={0}, 2={0,1}, 3=40,1,2}, ... und somit
Q)v 1= {Q)}’ 2= {Q)a {Q} }7 3= {Q)’ {Q)}v {Q)v {Q}} }7

Moéchte man aber die kleinste Nachfolgermenge bestimmen, so ist sicherlich die Durch-
schnittsbildung (| X', wobei X’ als Variable fiir eine beliebige Nachfolgermengen stehen
soll, zielfithrend. Der Mengendurchschnitt (| X" erfiillt offensichtlich die Bedingungen (i)
und (ii) der Definition 4.1} Eine Bijektion zwischen w und () X ist wegen 0 = ) klar, d.h.
w ist bis auf Isomorphie die kleinste Nachfolgermenge. Somit ist die Menge w in allen an-
deren Nachfolgermengen vollstandig enthalten! Das Prinzip der vollstindigen Induktion
ist eine Umformulierung der Tatsache, dass die einzige in w enthaltene Nachfolgermenge

0
0
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w selbst ist.

Die Konstruktion der natiirlichen Zahlen w liefert dariiber hinaus noch eine ordnungs-
treuen Bijektion zwischen (Np, <) und (w, €), wodurch die Ahnlichkeit zwischen der
zahlen- und mengentheoretischen Interpretation der natiirlichen Zahlen unterstrichen
wird.

Wir halten die Ergebnisse in der folgenden Definition fest:

DEFINITION 4.2:
Die geméls der Inklusion kleinste Nachfolgermenge ist die Menge der natiirlichen Zahlen

w:=1{0,1,2,3,...}.

Die Elemente von w heiflen natiirliche Zahlen.

Als néchstes werden wir nachweisen, dass w zusammen mit der Inklusion eine total
geordnete Menge ist.

Lemma 4.3: Jedes Element einer natiirlichen Zahl n ist auch eine echte Teilmenge von
n, d.h. aus x € n folgt © C n. Insbesondere ist keine natiirliche Zahl ein Element von

sich selbst, d.h. n ¢ n.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion: Fiir n = 0 = () ist die Behauptung klar, da 0 keine
Elemente enthilt. Es gelte nun die erweiterte Induktionsvoraussetzung fiir ein n € w.
Gemaéfs Definition ist n+ 1 =n* = {n,{n}}, d.h. aus z € n* folgt = n oder x € n, in
jedem Fall also x Cn Cnt =n+1.

Wire n™ ein Element von n't, so folgte n™ € n oder n™ = n, wobei die ersten
Annahme zu n* C n C n', also gleichfalls zu n™ = n fithrt. Das widerspricht jedoch der
Induktionsannahme n ¢ n. O

Folgerung 4.4: Fiir zwei natiirliche Zahlen m,n sind die Bedingungen m € n und
m C n dquivalent.

Beweis. Ist m € n, dann folgt mit Lemma[4.3] die Behauptung m C n. Es bleibt also nur
noch die Riickrichtung zu zeigen, wieder mit vollstdndiger Induktion. Dazu sei m C n.
Fiir n = 0 = () ist die Behauptung klar, da die leere Menge keine echte Teilmenge besitzt,
d.h. es gilt der Induktionsanfang. Sei nun die Implikation m C n = m € n fireinn € w
richtig. Fiir m C n™ betrachten wir nun zwei Falle:

e Ist n € m, dann folgt n C m C n™ mit Lemma [4.3] was nicht geht, da n* nur ein
Element mehr als n enthalt.

e Ist dagegen n ¢ m, dann ist entweder m = n € nt oder es ist m C n und die
Induktionsvoraussetzung liefert m € n C n™.
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]

DEFINITION 4.5:
Eine Menge M heifst transitiv, wenn jedes Element von M auch gleichzeitig eine Teil-
menge von M ist.

Wegen Lemma ist die Menge der natiirlichen Zahlen eine transitive Menge. Die
natiirlichen Zahlen bilden zusammen mit € bzw. C eine Totalordnung, d.h. (w, C) ist eine
Partialordnung und eine beliebige natiirliche Zahl kann mit jeder anderen natiirlichen
Zahl verglichen werden.

Satz 4.6: Fiir drei beliebige natiirliche Zahlen k, m,n gilt:

(i) kCmundmCn=kCn (Transitivitét)
(ii)) mCnundnCm=m=n (Antisymmetrie)
(iii) m Cn oder n Cm (Totalitét)

Die Bedingung (ii) und (iii) kann man zusammenfassen zu der Forderung (Konnexitét):

(iv) Es gilt genau eine der drei Bedingungen m C n, n C m, m = n.

Beweis. Ad (i) und (ii): Da es sich bei der Ordnungsrelation um die Inklusion handelt
sind beide Aussagen offensichtlich richtig.

Ad (iii): Wir zeigen mit Induktion nach n. Fir n = 0 ist die Behauptung klar, da
0 = 0 gilt. Sei nun (iii) fiir ein festes aber beliebiges natiirliches n korrekt, so dass fir
jedes m € w gilt:

1. m C n oder
2. nCm.

Im ersten Fall m C n folgt m C n™ = n + 1, bleibt also noch zu zeigen, dass auch im
zweiten Fall die entsprechende Inklusionsbedingung erfiillt ist. Gelte also nun n C m
und damit n € m mit Folgerung 4.4| — und somit n™ =n+ 1 =nU{n} C m. Damit ist
(iii) auch fir n* gezeigt und mit dem Induktionsprinzip folgt die Behauptung. O]

4.2 Wohlordnungen

DEFINITION 4.7:
Eine Wohlordnung einer Menge M ist eine totale Ordnung, bei der jede nicht leere
Teilmenge von M ein kleinstes Element beziiglich dieser Ordnung hat.

Jeder von uns kennt und verwendet mindestens eine Wohlordnung im alltéglichen
Leben, denn die Menge der natiirlichen Zahlen zusammen mit der kanonischen Ordnung
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(siche [ONT)
{0<1<2<3<...},

bereits erwiahnt in Abschnitt[2.3] ist wohlgeordnet. Aber auch (0, 0) ist eine Wohlordnung
mit der leeren Relation als Ordnungsstruktur.

Lemma 4.8: Jede nicht leere Teilmenge der natiirlichen Zahlen Ny besitzt beziiglich der
Ordnung (ON1) ein kleinstes Element.

Beweis. Sei X C Ny eine Menge ohne kleinstes Element, d.h. zu jedem z € X gibt es
ein noch kleineres ’ € X. Wir beweisen mit Induktion, dass die Menge

M={neNy| m¢X firallem e {0,1,...,n} } =Ny \ X

ganz Ny umfasst, so dass X nur die leere Menge sein kann. Offensichtlich kann die Zahl 0
nicht zu X gehodren, da keine natiirliche Zahl kleiner ist als 0, d.h. es gilt 0 € M. Sei nun
n eine natiirliche Zahl mit m ¢ X fiir alle m € {0,1,2,...,n}, d.h. n € M. Dann kann
auch (n + 1) nicht zu X gehoren, denn anderenfalls hétten wir ein kleinstes Element
von X gefunden. Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt also fiir alle n € Ny,
dass n ¢ X und damit M = Ny bzw. X = (. O

Aus dem alltédglichen Gebrauch der natiirlichen Zahlen Ny ist uns insbesondere die
Ordnung (ON1) vertraut. Davon abgeschen kann man abweichende Ordnungen auf Ny
erklaren, wie z.B.

0<2<4<6<...<1<3<H<T<.... (ON2)

Jede gerade Zahl (inklusive der Null) ist echt kleiner als jede ungerade Zahl, wobei die
Ordnungen innerhalb der geraden oder ungeraden Zahlen der von (ON1)) entspricht. Man
konnte aber auch auf die Idee kommen, die kanonische Ordnung (ON1)) der natiirlichen

Zahlen umzukehren, dann gilt
L.<4<3<2<1<0, (ON3)

wobei dann 0 das grofite Element von Ny ist.

Die Ordnungen und sind wohlgeordnet, da jede nicht leere Teilmenge
ein kleinstes Element enthalten muss. Die Ordnung (ON3) ist dagegen nicht wohlgeord-
net, da z.B. die Menge {n € Ny| n <on3) 2} kein kleistes Element enthélt bzw. eine
unendliche absteigende Kette mit sich nicht wiederholenden Elementen ist.

Es sei konstatiert, dass die Wohlordnung einer Menge X impliziert, dass es keine
unendlich lange absteigende Kette gibt. Liegt also eine unendliche Kette {zq > z; >
Ty > ... > Ty > Tpy > ...} einer wohlgeordneten Menge (X, <) vor, dann muss es
ein n € Ny geben, so dass x,, = x;, fiir alle £ > n erfiillt ist, d.h. stationidr wird. Man
sagt auch, dass eine wohlgeordnete Menge die absteigende Kettenbedingung (DCC)
erfiillt. Findet man hingegen in einer Totalordnung eine unendliche absteigende Kette,
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die nicht stationér wird, dann ist diese Totalordnung nicht wohlgeordnet.

Vergleicht man die Ordnungen (ON1)) und (ON2) miteinander, so kann man feststel-
len, dass die Ordnung nur einen Wert (ndmlich die 0) und (ON2) dagegen zwei
Werte (nédmlich die 0 und die 2) ohne bestimmbaren Vorgénger besitzt; beide Ordnungen
sind also nicht &dhnlich zueinander.

BEISPIEL 4.9: a) Jede endliche Kette im Sinne von Definition [2.3] ist wohlgeordnet.

b) Die gewthnliche <-Ordnung ist weder auf den ganzen Zahlen Z noch auf den
reellen Zahlen R wohlgeordnet. So besitzen z.B. die Menge {2k| k € Z} C Z und
10,1} C R keine kleinsten Elemente. Aber auch das Einheitsintervall [0, 1] C R kann
mit der gewohnlichen <-Ordnung nicht wohlgeordnet werden und das obwohl die
Gesamtmenge ein kleinstes Element besitzt.

Ein wichtiger Satz in diesem Kontext ist der

Satz 4.10 (Wohlordnungssatz von ZERMELO): Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

Dieser Satz ist —neben vielen weiteren— dquivalent zum Auswahlaxiom und impliziert
u.a., dass die Mengen Z oder R wohlgeordnet werden konnen. Fiir die Menge 7Z ist dies
auch kein Problem, da man bspw. 0 < —1 <1 < —2 < 2 < —3 < ... als Ordnung
angeben kann, doch fiir die reellen Zahlen konnte bis heute noch kein Wohlordnung kon-
struiert bzw. gefunden werden.

DEFINITION 4.11:

Seien (M, <jps) und (N, <y) zwei wohlgeordnete Mengen. Dann heifen M und N ord-
nungsisomorph, falls eine Bijektion ¢ : M — N existiert, die die Ordnung respektiert,
d.h. fir m,m’ € M gilt

m<ym & ¢(m) <y p(m).

Die Bijektion ¢ nennt man auch ordnungstreue Abbildung und die beiden Mengen
M und N heifen gleichgeordnet. Wir notieren ordnungsisomorphe Wohlordnungen
kurz durch (M, <,;) = (N, <y) und nennen diese dhnlich oder gleichlang.

Die Wohlordnungen (Np, <) und (w,€) sind ahnlich (siehe letzter Abschnitt) und
damit gleichlang, d.h. man kann das Ergebnis aus Lemma [4.8 auch fiir die mengentheo-
retische Version der natiirlichen Zahlen interpretieren.

Die Bezeichnung ,gleichlang ist sofort ersichtlich, wenn man eine Wohlordnung (z.B.
die natiirlichen Zahlen) graphisch darstellt:

Die Punkte sollen die Elemente der Wohlordnung représentieren, wobei der erste
Punkt ganz links das kleinste Element der Gesamtmenge sein soll. Entsprechend der
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Abb. 3: Anschauung einer Wohlordnung

Ordnung sollen alle grofseren Elemente der Menge rechts davon liegen. Betrachtet man
ein beliebiges Teilstiick dieses ,Ordnungsstrangs”, so besitzt dieser stets ein kleinstes
Element.

Ahnliche Wohlordnungen sind gleichlang, d.h. sie besitzen im Wesentlichen dieselbe
Ordnung, allerdings sind die Elemente dieser Ordnungen different benannt. Die Bijektion
zwischen den beiden dhnlichen Wohlordnungen ,jiibersetzt“ dann quasi die Namen der
Elemente eineindeutig.

BEISPIEL 4.12:

Betrachten wir die wohlgeordnete Menge der natiirlichen Zahlen N={1 <2 <3 < ...}
und die wohlgeordnete Menge der geraden Zahlen G := 2N := {2 <4 < 6 < ...}, so
stellt man fest, dass die Abbildung ¢ : N — G definiert durch n — 2n ordnungstreu ist.
Beide wohlgeordnete Mengen sind also ordnungsisomorph.

Abb. 4: Ordnungstreue Abbildung zwischen gleichlangen Wohlordnungen

Geht man gedanklich in einer graphisch dargestellten Wohlordnung von links nach
rechts, d.h. vom Anfangselement zu immer groferen Elementen, so bemerkt man, dass
der Weg determiniert ist. Man kann egal von welchem Element aus, stets zum néchst
groferen Element springen. Auch diese Veranschaulichung bestétigt, dass Wohlordnun-
gen durch ihre  Lénge* eindeutig festgelegt sind, wenn man von der Benennung der
Elemente einmal absieht. Es ist auch klar, dass Wohlordnungen gleicher Léange dieselbe
Kardinalzahl besitzen.

Aus gegebenen Wohlordnungen kénnen auch neue wohlgeordnete Mengen entstehen.
Eine einfache und dennoch bedeutende Beobachtung ist, dass eine jede (!) Teilmenge
X C M einer wohlgeordneten Menge (M, <) zusammen mit der auf X eingeschrinkten
Ordnung <|x wohlgeordnet ist.

Beweis. Da M eine wohlgeordnete Menge ist, besitzt die Teilmenge X C M ein beziiglich
der Ordnung < kleinstes Element. Analoges kann man auch fiir alle Teilmengen von X
festhalten, da auch diese Mengen Teilmengen von M sind. O]

DEFINITION 4.13:
Sei (M, <) eine Wohlordnung und sei x € M. Wir setzen

M, ={ye M|y <uz} sowie
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und entsprechend soll <, die Restriktion der Relation auf die Menge M, x M, sein.
(M., <,) heikt das durch = bestimmte Anfangsstiick von (), <). Eine Wohlordnung
(N, <) heift ein echtes Anfangsstiick von (M, <), wenn es ein « € M gibt mit (N, <) =
(M, <;).

Jedes Anfangsstiick von (M, <) ist selbst eine Wohlordnung und stimmt bis zum Ele-
ment = mit der Wohlordnung (M, <) iiberein. Ist = dabei das kleinste Element der
gesamten Wohlordnung (M, <), dann ist offensichtlich (M, <,) = (0, 0).

Wenn Wohlordnungen gleicher Lange als im Wesentlichen gleich angesehen werden,
dann liegt es nahe davon ausgehend auch den Begriff  kiirzer als fiir differente Wohl-
ordnungen festzulegen.

DEFINITION 4.14:

Seien (M, <p7) und (N, <y) wohlgeordnete Mengen. Dann heifst (M, <) kiirzer als
(N, <w), falls es ein € N existiert, so dass (M, <p) und (N,, <,) sind gleichlang.
Wir schreiben (M, <) > (N, <), falls (M, <) kiirzer ist als (N, <).

BEISPIEL 4.15:
Betrachten wir die beiden Ordnungen (ON1]) und (ON2]) auf Ny und bezeichnen diese
mit (N, <1) bzw. (Ny, <2). Das durch z := 1 bestimmte Anfangsstiick

((No)a, (<2)z) ={0<2<4<6<...}

ist gleichlang wie (Ny, <1) = {0 <1 <2 <3 < ...}, dan — 2n eine ordnungserhaltende
Bijektion zwischen den Mengen ist.

Ordnungstreue Abbildungen iibertragen die Struktur der Wohlordnung, wie das néchs-
te Lemma aussagt.

Lemma 4.16: Ist eine Menge N gleichgeordnet wie eine wohlgeordnete Menge M, dann
ist IV selbst wohlgeordnet.

Beweis. Die wohlgeordnete Menge M besitzt geméfs Definition ein beziiglich der Relation
< kleinstes Element myg, d.h. es gilt my < m fiir alle m € M. Sei ¢ : M — N die
Bijektion, welche geméfs Voraussetzung existieren muss, dann gilt offenbar

d(mp) < ¢(m) VYme M

und da ¢ bijektiv (und damit auch surjektiv) ist, werden alle Elemente aus N getroffen.
Es folgt, dass N ebenfalls wohlgeordnet ist. m

Abschliefsend fithren wir den zentralen Satz dieses Teilabschnitts auf, den von GEORG
CANTOR entdeckten Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen.
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Satz 4.17 (Vergleichbarkeitssatz fiir Wohlordnungen): Seien (M, <) und (N, <) zwei
Wohlordnungen. Dann gilt genau eine der drei Félle:

o (M,<)<(N,<)
e (M,<)>(N,<)
e (M,<)=(N,<)

Beweis. Siehe [1], Abschnitt ,Der Fundamentalsatz®. O

4.3 Eins, zwel, drei, ...

Unter einer Ordinalzahl versteht der Duden eine

Zahl, die die Reihenfolge kennzeichnet, die Stelle, an der etw. in einer nach
bestimmten Gesichtspunkten geordneten Menge steht; — Dudenverlag.

Mit Hilfe von Kardinalzahlen kann jede vorgegebenen Menge M einer bestimmten
Aquivalenzklasse [M] zugeordnet und damit deren Grofe |M| bestimmt werden. Ist die
vorgelegte Menge endlich oder abzahlbar unendlich, so ist diese Aufgabe dquivalent zum
Abzahlen der Mengenelemente. Dabei ist festzuhalten, dass die Ordnung von M keine
Rolle spielt. Im Gegensatz dazu bendtigt man, um eine Reihen- oder Rangfolge der Ele-
mente einer Menge zu bestimmen, sehr wohl eine Ordnungsstruktur.

Die Ahnlichkeits-Relation 22 aus Definition ist offenbar eine Aquivalenzrelation,
dessen Klassen wir als Ordnungstypus bezeichnen werden.

Beweis. Seien (M;, <;) mit i = 1,2, 3 drei verschiedene Wohlordnungen. Zunéchst zeigen
wir die Reflexivitét: Eine beliebige Wohlordnung (M, <) ist dank der Identitét offensicht-
lich zu sich selbst isomorph. Weiter seien

(Mla <1) = (M27 <2)7

d.h. es gibt eine bijektive und ordnungstreue Abbildung zwischen den beiden Ordnungen
— natiirlich ist dann auch die Umkehrabbildung ordnungstreu und wieder bijektiv. Um
die Transitivitdt nachzuweisen gelte

(Ml, <1) = (MQ, <2) = (Mg, <3).

Das Komposituum aller drei bijektiven und ordnungstreuen Abbildungen ergibt wieder
eine ordnungstreue und bijektive Abbildung, womit bereits alles gezeigt wurde. O]

Im letzten Teilabschnitt haben wir zwei Elemente aus derselben Aquivalenzklasse auch
als gleichlang bezeichnet bzw. festgestellt, dass eine Wohlordnung bis auf Isomorphie
eindeutig durch ihre Lange bestimmt ist. Die Idee ist nun Wohlordnungen nur auf ihre
Lange hin zu betrachten und die Natur des Trigers der zu Grunde liegenden Ordnung
auszublenden.

30



http://www.mathematik-netz.de

mathematik-netz.de Von Ordinalzahlen

DEFINITION 4.18:
Eine Ordinalzahl ist definiert als eine Aquivalenzklasse dhnlicher Wohlordnungen. Die
zur Wohlordnung (M, <) gehorige Ordinalzahl bezeichnen wir mit ord(M, <).

Neben dem Begriff Ordinalzahl [lat. ordinatio = Anordnung| ist auch Ordnungszahl
gebrauchlich. Ordinalzahlen notieren wir héufig mit kleinen griechischen Buchstaben; so,
wie es in der Literatur tiblich ist. Ist @ := ord(M, <) eine Ordinalzahl, so sagen wir auch,
dass (M, <) den Typ « représentiert. Eine jede Ordinalzahl ist eine Aquivalenzklasse,
d.h. wir miissen einen moglichst kanonischen Reprisentanten der Klasse bestimmten.
Fiir endliche wohlgeordneten Mengen liegt es nahe, —wie schon bei den Kardinalzahlen—
die Menge der natiirlichen Zahlen als Reprasentaten, zu wahlen. Wir vereinbaren also,
dass eine jede endliche und wohlgeordnete Menge, die natiirliche Zahl n € w den Ord-
nungstypus reprasentieren soll, d.h. vom Typ n ist. Entsprechend reprasentiert w den
Ordnungstypus der Menge der natiirlichen Zahlen Ny zusammen mit der Ordnung (ONT)).

Eine Menge {0,1,2,3,...n} und somit auch w ist durch die Elementrelation € —
geméik Teilabschnitt 4. 1] — wohlgeordnet, so gilt z.B. 0 € 1 oder 0,1 € 2 bzw. 0,1,2 € 3.
Im néchsten Beispiel sollte man diese Wohlordnung der Ordinalzahlen im Bewusstsein
halten.

BEISPIEL 4.19:

a) Eine beliebige natiirliche Zahl n = (n—1)" = {0, 1,...,n—1} ist eine Ordinalzahl,
denn fiir ein a € n ist

{renlz<a}={ren|zeca} =a.
Fiir die natiirliche Zahl 7 und a := 4 gilt etwa
{z €7 x<4}=1{0,1,2,3} = 4.

In Abbildung 5| haben wir den Reprisentanten der Ordinalzahl ord(4, €) graphisch
dargestellt.

0 1 2 3

Abb. 5: Kanonischer Représentant der Ordinalzahl ord(4, €)

b) Man beachte, dass die Menge w = {0,1,2,...} aller natiirlicher Zahlen nicht un-
mittelbarer Nachfolger einer endlichen Ordinalzahl ist. Sie ist die kanonische Wahl
fiir die Ordinalzahl unendlich abzdhlbarer wohlgeordneter Mengen, denn geméfs
Definition ist w die kleinste Nachfolgermenge und es gilt offensichtlich

0,1,2,...,n,... € w.

Es ist also klar, dass die Bedingung aus der Definition def:Ordinalzahl fiir die
Menge w erfiillt ist, da die Menge der natiirlichen Zahlen total geordnet ist und
das Lemma [4.§| gilt. Es gilt also ord(N, <) = w.
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Die Wohlordnung (0, ()) reprisentiert die 0 der natiirlichen Zahlen. Fiir jede endliche
Wohlordnung (M, <) sind die Représentanten von Kardinal- und Ordinalzahl identisch.

DEFINITION 4.20:
Seien a, # Ordinalzahlen mit « := ord(M, <,,) und [ := ord(NV, <y). Wir setzen:

a<f & (M, <py)<(N,<y). (6)

Eine Ordinalzahl « ist also kleiner als eine andere (3, wenn ein Représentant von
a kiirzer ist — im Sinne der Definition — als ein Repréasentant von (3. Da eine jede
Aquivalenzklasse von Wohlordnungen nur gleichlange Vertreter enthilt, ist die Definition
offenbar unabhéngig von der Wahl der Reprasentanten (M, <,;) bzw. (N, <y). Durch
diese Definition wird eine Wohlordnung auf der Gesamtheit aller Wohlordnungen erklért.
Die Wohlordnung < auf der Gesamtheit aller Wohlordnungen erfiillt die bemerkenswerte
Eigenschaft, dass fiir jede Ordinalzahl o die Menge aller kleineren Ordinalzahlen eine
Wohlordnung des Ordinaltyps « bildet.

DEFINITION 4.21:
Seien « eine Ordinalzahl. Wir setzen:

W(a) := {f] B ist Ordinalzahl und g < a}. (7)

Fiir jedes natiirliche n ist W(n) = n und weiter gilt W (N) = w = N.

Satz 4.22 (Fundamentalsatz iiber W (a)): Sei «v eine Ordinalzahl. Dann ist (W («), <)
eine Wohlordnung mit o = ord(W («), <).

Beweis. Sei (M, <jr) eine Wohlordnung des Typs a. Fir 2 € M sei f : M — W(a)
erklart durch

x— f(x) = ord(M,, <u). (8)

Offensichtlich ist f ordnungstreu und bijektiv (folgt direkt aus den Definitionen), womit
(W(a), <) eine Wohlordnung ist mit ord(W(«), <) = ord(M, <pr) = «. O

Folgerung 4.23: Sei A eine nichtleere Menge von Ordinalzahlen. Dann besitzt A, ge-
ordnet nach Grofke, ein kleinstes Element.

Beweis. Sei o € A. Ist « bereits das kleinste Element, so sind wir fertig. Wir diirfen also
annehmen, dass es mind. eine kleinere Ordinalzahl als « gibt. Sei dann B := W (a) N A
und da (W (a, <) eine Wohlordnung ist, besitzt B C W («) ein kleinstes Element, welches
somit auch kleinstes Element von A ist. O

Wenn Sie mehr iiber Ordinalzahlen erfahren mochten, so kann ich das schone Werk
[1] von OLIVER DEISER empfehlen. Dort findet man auch die von J. VON NEUMANN
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gegebene ,moderen Version der Definition einer Ordinalzahl sowie interessante histori-
sche Bemerkungen und natiirlich viele weitere Sétze zu diesem Thema.

Hinweis:
Haben Sie einen Fehler oder eine Unstimmigkeit in diesem Dokument entdeckt?

Helfen Sie mit die Qualitit der Manuskripte zu verbessern. Senden Sie bitte eine E-Mail
an Alexander@mathematik-netz.de.

Vielen Dank!
Weiterhin viel Spak mit der Mathematik!

http://www.mathematik-netz.de
http://www.mathering.de
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